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1 Wyktad T
Liczby naturalne N = {1,2,3,...}

Definicja 1.0.1. Zasada indukcji matematycznej. Niech bedzie dana wlasnosé liczb natu-
ralnych, ktora czyni zados¢ warunkom:

1. Liczba 1 posiada te wlasnosc.
2. Jezeli liczba n posiada te wlasnosé, to posiada ja réwniez liczba n + 1.

Zasada indukcji matematycznej moéwi, ze przy tych zalozeniach kazda liczba naturalna po-
siada te wlasnosé.

Przyktad 1.0.1. 1+2+ - +n = "2,

lL.n=1L=1p=101
2 Vpsil 424 4n="00 — o4 g1 = D02
7 zatozenia indukcyjnego mamy:

142+ +n+(m+1) =200 4 pn 4 1= (n+1)(2 +1) = o0+
Na mocy zasady indukcji matematycznej teza zachodzi [J.

Przyklad 1.0.2. Nieréwno$¢ Bernoulli’ego. Niech a > 1, wowczas dla dowolnego n natu-
ralnego zachodzi nieréwnosé: (1 +a)™ > 1+ na

l.n=1,L=(1+a)l=1+a, P=1+1-a=1+a, L= P, wlasnoé¢ zachodzi

2. Vps1(l+a)">14+na = (1+a)"™ >1+(n+1)-a
(1+a)" =1 4+a)" (1+a)>"%" (1+na)(l+a)
l+a)""'>14+a+na+na®>=1+n+Da+na>>1+n+1)-a
Na mocy zasady indukcji matematycznej nieréwnoéé jest prawdziwa.

Liczby Catkowite Z = {0,1,-1,2,-2,3,-3, ...}

Definicja 1.0.2. Liczby wymierne Q to liczby postaci:

%, gdzie p,q € Z oraz ¢ # 0



Zbior liczb wymiernych jest liniowo uporzadkowany, to znaczy kazde dwie liczby wymierne
mozna polaczyé¢ jednym ze znakow:

a<ba>ba=0.

Dodawanie Q

p1 P2 _ P1g2t+paq1
qr 92 qiq2
Mnozenie Q

P1 . P2 _ pip2

q1 - 42 4192
Wtasnosci:

1. Przemienno$¢ a +b=>b+a
2. Lacznos¢ a+ (b+c¢) =(a+b) +c¢
3. Rozdizelnosé (a + b)c = ac + be

Uwaga. Jezeli (a < cAec < b) < a < ¢ < b. Mowimy wtedy, ze ¢ lezy miedzy liczbami
aib.

7 twierdzenia Pitagorasa 12412 = 22

— z=+/2.Dd niewymiernosci V2 jako éwiczenie.

Wtiasnosé - zbior Q jest zbiorem gestym.
Niech a,b beda dowolnymi liczbami wymiernymi, takimi ze a < b. Wowczas istnieje liczba
c lezaca miedzy liczbami a i b.
np.: ¢ = “TH’

Liczby rzeczywiste R

Definicja 1.0.3. Mowimy, ze zbior jest ograniczony jezeli istnieja takie dwie liczby m, M,
ze:

Veexm <z < M, X € [m, M]
Uwaga analogicznie ograniczono$¢ z dohu i géry osobno.
Definicja 1.0.4. Kres gorny zbioru. Niech X bedzie zbiorem ograniczonym z gory.
Veexdnr < M

Kresem gérnym zbioru nazywamy najmniejsza liczbe ograniczajaca zbior X z gory.
(—o00,1): kres 1
(—o0,1) U (1,2]: kres 2

1.1 Aksjomat Zupelnosci

Kazdy ograniczony z géry podzbiér liczb rzeczywistych ma kres gérny.

Definicja 1.1.1. Kres dolny zbioru nazywamy najwieksza liczba ograniczjaca zbior X z
dotu.

Vmexﬂmm < X

(—1,400): kres —1
(2, +00): kres 2
Kres gorny zbioru i kres dolny zbioru to pojecia dualne.



1.2 Wartos$é¢ bezwzgledna

a,a >0
laf =
—a,a <0
Przyktad 1.2.1. Wlasnosci:
la| = | —al
|ab] = |a] - |b]
la + 0] < |a| + [b]

| = b < laf + 0]

|af = [b] < |a — ]
Definicja 1.2.1. Wspélczynnik Newtona. Zaktadamy ze n, k sa liczbami naturalnymi, ta-
kimi ze n > k. Wspolczynnik Newtona okreslam wzorem:

(%) = mom

Wtasnosci:
LG =0)=1
2. (Z = (nr—Lk)

n n n—~k
4. (k-+1) = (k) Y
e Symbol sumy
e Symbol iloczynu II

Definicja 1.2.2. Nieréwnosé¢ Cauchy’ego - Schwarza. Niech aq,as, ..., a, oraz by, ba, ..., by,
beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Woéwczas zachodzi nier6wnosé:

(af + a3+ +ap)(bf + b5+ +b7) > (arby + azba + -+ + anby)?
lub réwnowaznie:
n n n 2
dic1 azz C2ui=1 bzz > (D= aibi)
drugi

2 Wyktad II

2.1 Ciag Liczbowy

Definicja 2.1.1. Ciag liczbowy to funkcja z N w R. Stosujemy zapis a1, as, ..., a,. Przy-
ktady:

e a, =c+ (n—1)d - arytmetyczny
o b, = cq" ! - geometryczny
e ¢, =nl

dyy1 = 2% - rekurencyjny



2.2 Ciag monotoniczny
Definicja 2.2.1. Ciag monotoniczny.
1. ay, jest rosnacy <= V,enan < Gn41
2. ay, jest malejacy <= V,enan > Gni1
3. an jest niemalejacy <= V,ena < apt1
4. a, jest nierosnacy <= V,enag 2> Gpi1
Analogicznie definiujemy ciag monotoniczny od pewnego miejsca:

1. ay, jest rosnacy od ng <= Vp>ny0n < Gnt1

2.3 Granica ciggu liczbowego
Definicja 2.3.1. Liczba graniczna ciagu a,, nazywamy liczbe g, taka ze:
v6>Ozlnovn>no|an - g‘ <e

Piszemy wtedy: lim,,_.an, = g lub a, — g.
la, —g|<e <= —e<a,—g<e < g—c<a,<g+e

3 Wyklad III

3.1 Twieddzenie o ciagu monotonicznym i ograniczonym

Twierdzenie 3.1.1. Twierdzenie (o ciagu monotonicznym i ograniczonym)
a) Ciag rosnacy i ograniczony z gory jest zbiezny.

vn>ngaﬂn < Qp41 i VnENan<M = Jdlim, . an

b) Ciag malejacy i ograniczony z dotu jest zbiezny.

vn>noan > An+1 i vnENan>m = Elhrn’n—wo Qnp

Idea dowodu:

A={any41,0n42,- -1 0n,...} ER

A - ograniczony, istnieje kres gorny zbioru A

Kazdy ograniczony podzbior liczb rzeczywistych ma kres

czyli sup(A) (77) sup(A) = limn—ocoa,,

Przyktad 3.1.1. Rozwazmy nastepujacy ciag rekurencyjny: a; = v/2 any1 = 2 + an
Idea dowodu indukcyjnego:

1. a, < 2, indukcja pon

2. ap < Gpy1, indukcja po n. a, < apy1 = Apg1 < Apg2

3. V2 + an < /2 + apt1 kwadrat stronami rozwiazuje krok indukeyjny

vn)lan <2 = Ap+4+1 <2

Un41 = \/2+an <z.ind \/m: 2

Na mocy twierdzenia o ciagu monotonicznym i ograniczonym istnieje:
limp—o0oln = ¢



Ung1 = V2 F an, UMy coln = g = liMy—oclni1 = g
g=VvITg
9?—9-2=0
A=9=3?
g1 =3 =21ub g, = 153 = —1, ktore nie zachodzi, zatem lima, = g

3.2 Podciag ciagu

Definicja 3.2.1. Podciag ciagu
Niech a,, bedzie dowolnym ciagiem. Niech nj,ne,...n; bedzie pewnym rosnacym ciagiem
liczb naturalnych. Wowczas ciag ank = (an1, an2, ans, ...) Nazywamy podciagiem ciagu.

Przykltad 3.2.1. Rozwazmy nastepujace przyktady (N = {1,2,3,4,...}):
a) a, = (—1)",neN

ag, =(—1)"=1,k€eN

(a2, a4, ag, ...) - podciag o wyrazach parzystych.

b) agp—1 = (—I)Qk_l =—-1,neN

(a1, as,as, ...) - podciag o wyrazach nieparzystych.

S ={1,-1}
C) (17%737%757%7"')

ask—1 = 2k — 1 - podciag o wyr. nieparzystych.
Qs = i - podciag o wyr. parzystych.
S ={0,00} d) sin("y") - plot(sin(%F), (n,1,17)) « wolframalpha
3.3 Punkt skupienia ciggu
Definicja 3.3.1. Liczba s jest punktem skupienia ciagu a,, <= s jest granicg wlasciwa
lub niewladciwa pewnego podciagu. Oznaczenie S - zbiér punktéw skupienia.
Jesli limy, o0, = 00 => a, ma granice niewltasciwa +oo
e sup() - superior - kres gorny

e inf() - inferior - kres dolny

Definicja 3.3.2. Granica goérna ciggu a, to kres gérny granic podciagu a,.
lim,, o sup(a,) = lim, o a,

Definicja 3.3.3. Granica dolna ciagu a,, to kres dolny granic podciagu a,.

lim, o0 inf(a,) = lim, o an

liminf(a,) < lim sup(a,), rownosé dla granicy ciagu.

3.4 Twierdzenie Bolzano - Weierstrassa

Twierdzenie 3.4.1. Twierdzenie (Bolzano - Weierstrassa). Kazdy ciag ograniczony ma
podciag zbiezny. |(English Wikipedia)

D-d. Vpenm < a,, < M Dzielimy przedziat [mq, M7] na dwa podprzedziaty: [my, %Ml],
[%Ml, M;]. Przynajmniej w jednym z przedzialow jest nieskonczenie wiele wyrazow ciagu.
Oznaczmy te potowke przez [mo, Ms]. Postepujemy tak dalej i mamy:


https://en.wikipedia.org/wiki/Bolzano%E2%80%93Weierstrass_theorem

Vikenmi < my < ang < My, < M

M), malejacy i ograniczony = zbiezny g;

my, rosnacy i ograniczony = zbiezny g

:(]]\14: 92=9 My —my
E— Mg = —5—

My, — g1;mg — go, poniewaz % -0

3.5 Ciagg Cauchy’ego

Definicja 3.5.1. Ciag a, nazywamy ciggiem Cauchy’ego, wtedy i tylko wtedy, gdy:
vé;‘>0£|novn,’m>no‘an - am| <e.

Twierdzenie 3.5.1. Ciag liczb rzeczywistych jest zbiezny <= jest ciagiem Cauchy’ego.

Przyklad 3.5.1. z, = & + &+ 51+ 31 + 31 + ---
1 =120 =2, 23 :2+1/2

1. x, jest rosnacy xp41 — Zn 3 >0 <= z,, >z,

= (n+1
2. x, jest ograniczony (pamietajac, ze V,,-32" < n! czyli 4 < 24, 5, < 25)
Dlan>3xn—0l—|— 5+%+%—|—...<
2+ 1 + + 55 + 35
1, iy
24 1_§ 23
Istnieje limy, 0oy = ¢ = 2.7182...

sum(1/k!, (k,0,300)) « wolframalpha

N~

+ i—t‘,_.
+
%’\H

Twierdzenie 3.5.2. Liczba eulera wyraza sie wzorem:
1lmn4,00(1 + %)n =e

Twierdzenie 3.5.3. Niech a, bedzie dowolnym ciagiem takim, ze: lim, — sa, = 00.
Wowcezas:

limy, == 00(1 + i)a" = 6,( - i)an =1
1

Przyklad 3.5.2. lim((1 + %)2")5 —e? = Ve

Wiasnosé: limy, oo@n = g1 Alimy_oobn = go == lim, oo(alr) = g7’

Przyklad 3.5.3. Lim(1 — 2)"/2 = lim (1 - 2)")™ = (})? = &=
Wskazowka: limit (14 57)" ", n — infty)
Definicja 3.5.2. Szereg o wyrazach nieujemnych. Dla dowolnego ciagu a1, as,...,a, 0

wyrazach nieujemnych, tworzymy ciag sum czesciowych:
S1=a1,5 =a;+as,S3=a;+as+asz,..., SN =a1+a+2+..+an

Przyktadowo dla e Sy = 0, , 51 = & + % e
Jezeli ciag S, jest zbiezny to piszemy, ze:

o0 .
Yoy On = lim, oo Sy



(granica to suma szeregu)
S1 <S8 <S3<Sy< M

Przykltad 3.5.4. apart(1/(n- (n+ 1)),n) < wolframalpha

_ 1
n+1’

_ nt1
Przyklad 3.5.5. a+aq+ .. +aq" =a-* 1q_q ,dla|q] < 1:

oo no__1: 1-¢"' _ a
Yoo 0q"™ = limy,_ca T = T

=€

Przyktad 3.5.6. >~

L
n!

Przyklad 3. 5 7. Szereg harmoniczny. Hy = ZN

nln’

_ 1 1
Honir = 1 Jr + 2+1 + 2+2 teat et 22+3 + 23 + 23+1 + 23-;-2+ 23+3 +-+ 23+23 +

th_M)o = 00, Wolny wzrost do 00

1 1 1
il T 2n+2Jr ot g

t+i=1
2+1+2+2>2 2J1r2_%

22+1 + 22 5t >4 22+22 = %
23+1 + 23+2 +o.. =8 23J1r23 %
2"+1 + 2ﬂ+2 ez 20 2w1r2n = é

H2n+l>g+2 n=1+ = (n—|—1)
H2"+1>1+i
Hopn >14 12

Zalozmy, ze 2N =k = N = logs()
Hy > 1+ 280 o
Na mocy twierdenia o dwoch ciggach Hy — oo

4 Wyktad TV

4.1 Warunek konieczny zbiezno$ci szeregow

Definicja 4.1.1. Warunek konieczny zbieznosci szeregow. Jezeli Y | a, jest zbiezny, to
limp,—ooan = 0. (dla Y07 | ap < 00).

Szereg >0, 747 Jest rozbiezny, bo nie jest spelniony warunek konieczny

o n —
lzmn_,oo el 1

Warunek konieczny nie jest wystarczajacy.



4.2 Kryteria zbieznosci szeregéw

Twierdzenie 4.2.1. Szereg o wyrazach dodatnich jest zbiezny <= jest ograniczony.

o0 o0
Do Gy >0, czy Sy =3 a,

SN4+1— SN = apq1 > 0, SN - rosnacy. Jezeli Sy jest ograniczony to jest zbiezny.
Whniosek:

E:n 1 n27d1
N N N N
ébV ::E:n 1 J§ - +7§:n:2 55 <;1‘+ E:nZQ E@%ZTS ::1‘+ §:n=2(;;%i‘7 %):::2‘7 %f:< 2

Twierdzenie 4.2.2. Kryterium poréwnawcze. ZZO:I Qn, Zzo:l b, oraz a,,b, > 0:
Jezeli 3,0 Vpsnoan < bp 1Y 00 by, jest zbiezny, to Y oo | a, jest zbiezny.

Twierdzenie 4.2.3. Jezeli Y 2 < Y% 1Y% a, = oo (ay rozbiezny), to wowczas
>0, bp = oo (by, rozbiezny).

n>ng

Whiosek: > °7 =ocodlap<1l,bo L >21 5> L

n=1 nP nP = no n=1rn

Twierdzenie 4.2.4. Twierdzenie o zageszczaniu. Zaktadamy, ze a, > 01 apt1 < ayp.
Wowezas >0 | a,, jest zbiezny <= > °° | 2"asn jest zbiezny.

Przyktad 4.2.1. Rozwazmy ponizszy przyktad ciagu:
a1+ as +as + ag + as + ag + ay + ag = W
2-as+4-a,+8-ag

Przyklad 4.2.2. Zastosowanie Tw. o zageszczaniu.
Dot np ,p € R zbieany <= 777 | 2™( h)p jest zbiezny.

1 4 1
2o 2"(2n)p =201 25 = ZZL T = Dpe] T
anl 2n(p_1) jest zbiezny dla p > 1

Wniosek 1: >, # jest zbiezny dla p > 1 i rozbiezny dla p < 1

Definicja 4.2.1. Kryterium d’Alemberta: Y0 | ay,, a, > 0:

n=1

An41
n

o Jezeli 35\ Vysn, 2 < g <1, to Y07 ap jest zbiezny.

o Jezeli 3\ Vysn, “2 > 1, to Y7 | ay, jest rozbiezny.

An41

o Jezeli 3,,Vy>n, ——+ = 1, to kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieznosci.

Idea d-d:

limp—oosup| | = ¢, < 1

St <q

an+1 < apq

a, < agq" !

S Lan < Yool apq™ ! - zbiezne

10



Przyklad 4.2.3. Przyktad: 3°° =,

n= 17 nn
(n4+1)!
ant1 _ (nennFL _ n" _ 1 _ 1
A ol (n+1)™ (i D7 (1+2)»
. An i1 . 1 1
lim,, .o % = lim, oo a+fHn = e <1

Z kryterium d’Alemberta szgreg jest zbieZny.
Przyklad 4.2.4. Przyklad: > 7, 2n
Przyktad 4.2.5. Przyklad: anl - =00

1
ntl — 23l — 2. 1 Kryterium d’Alamberta nic nie powie.
an = n+1

Przyktad 4.2.6. Przyklad: 3207 | ooty

N 1 N 1
Zn 1 n(n+l) — Z7L=1(Ein+1)717N+1 —1

o nl

jest rozbiezny. (35", 35 = 00)

ag—:l = JT—TM = 1 Kryterium d’Alamberta nic nie powie.
Simplify (wolframalpha)

B ) L S

(n+1)nFT "l = (nf1)™

discreteplot(n?, (n, 1,20)) (wolframalpha)

discreteplot(n?,n, 1,20) (mathematica)
Definicja 4.2.2. Kryterium Cauchy’ego. > 7 |,

1. Jezeli 3,0Vysne ¥/an < ¢ <1,to Y 7 | a, jest zbiezny.
2. Jezeli 3,,,Vnsn, ¢/an > 1, to D07 | a, jest rozbiezny.

a, =0

3. Jezeli 3,,Vn>n, Van = 1, to kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga zbieznosci.
Idea:
Ylan| < ¢, 0 < g <1 czyli|a,| < ¢" wiec a, < ¢" zatem Y~ | ¢" zbiezny.
Przyktad 4.2.7. >, 2n,an = 372
z kryterium Cauchy’ego: /a,, = ‘/25 = % < 1 - zbiezny

2

n i«
Przyklad 4.2.8. Z'n, 1 2n+5n7an = 2n+5n

z kryterium Cauchy’ego: {/a, = W = 5 > 1 - rozbiezny

Przyklad 4.2.9. > | 5,33”

kryterium Cauchy’ego nie dziata: /a, = =1

__5
5™ L . . . L.

537> sprawdzmy warunek konieczny zbieznosci:
. . =44

lzmn—mxuan = llmn—m)om =1 7é 0

Ciag jest rozbiezny.

ap =

Definicja 4.2.3. Zbieznos¢ bezwzgledna. Rozwazmy szereg Zf;l a, o wyrazach dowol-
nych. Moéwimy, ze szereg > -, a,, jest zbiezny bezwzglednie jesli: 0 | |an| jest zbiezny.

Przyktlad 4.2.10. Z 1 2): : jest zbiezny bezwzglednie.

1)" 2
S [l = o e < o0
ooy B jest zbiezmy (kryterium d’Alemberta)
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FAKT. Badanie zbieznosci bezwzglednej szeregu sprowadza sie do badania zbieznosci sze-
regu o wyrazach nieujemnych.

Twierdzenie 4.2.5. Zbiezno$¢ bezwzgledna implikuje zwykla zbieznosé.
>0y |an| jest zbiezny = Y7 | a,, zbiezny.

Uwaga: twierdzenie w druga strone nie dziala.

Przyktad 4.2.11. Zf;l D" pie jest zbiezny bezwzglednie, bo:

n
—1)" 1
Zle‘( n) =ZZ°:1;=00

Twierdzenie 4.2.6. Kryterium Abela (Dirichleta). Niech zachodza nastepujace warunki:
1. a, >0
2. a1 2032 ... 2 Ay > ...
3. limp—ooty, =0
Wowczas:
oo L an(—1)" jest zbiezny

Przykltad 4.2.12. Pokazmy, ze szereg y -, # jest zbiezny. Z kryterium Abela:

ap = % >0ANay 2 as > ... 2 ay > ... Nlim,_.a, = 0 Szereg jest zatem zbiezny.

Przyktad 4.2.13. > °7 a,(—1)"" =3 (=1)(-1)"a, = —-1-> 72 (-1)"a,
Dalej z kryterium Abela...

Ciagi to funkcje N — R

4.3 Funkcje
Analizujemy funkcje R — R

Definicja 4.3.1. Dziedzina funkcji (domain): dom(f) - zbiér wszystkich = dla ktérych
funkcja jest okreslona.

Definicja 4.3.2. Zbiér wartosci (range): rng(f) = {f(z) : z € dom(f)}
Definicja 4.3.3. Wykres funkeji (graph): G(f) = {(z, f(x)) : « € dom(f)}
Definicja 4.3.4. Funkcja roznowartosciowa (one-to-one function):

Veyear £y = f(z) # f(y)

Uwaga. Jesli f : A — B jest roznowartosciowa, to istnieje doktadnie jedna funkcja
flirng(f) — A, taka ze: Voeaf~1(f(z)) = o oraz Vyemg(f)f(f’l(y)) =uy.

Definicja 4.3.5. Funkcje monotoniczne f: A — B:
1. Vz,y € A(z <y = f(x) < f(y)) - rosnaca

2. Va,y € Alz <y = f(x) > f(y)) - malejaca
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3. Va,y € A(x <y = f(z) < f(y)) - niemalejaca (stabo rosnaca)
4. Va,y € A(x <y = f(x) > f(y)) - nierosnaca (stabo malejaca)

Definicja 4.3.6. Zlozenie funkcji f: A — B, g: B — C wowczas:

gof:A—=C
(g0 f)(x) =g(f(x))

Przyklad 4.3.1. Rozwazmy nastepujace funkcje i ich ztozenia:
fiR-=Rg:R—[-1,1]

fla) = 2% +1,9(y) = sin(y) ,

go f(z) = 9(f(x)) = sin(f(x)) = sin(® + 1)

Przyktad drugi:
g:R—[-1,1,f:[-1,1] =R
fog(@) = flg(@)) = f(sin(x))

sind(x) + 1

5 Wyklad V

Funkcje elementarne.
1. f(z) = ax + b - funkcja liniowa
2. f(x) = az? + bz + ¢ - funkcja kwadratowa
3. W(z) - wielomian (wymierna)

4. f(z) =a®, a > 0 - funkcja wyktadnicza
ab - a¢ = ab+c;” (ab)c = qb¢

x

5. f(z) =logq(x), a > 0 - funkcja logarytmiczna, odwrotna do f(z) =a
loga(x - y) = loga () + loga(y);
l0ga(2¥) = ylogx)
Wz6ér na zamiane podstawy logarytmu:

logy (x
loga(®) = 50t

6. e - Liczba Eulera - e = 2.7172
loge(z) = In(z)
loge(x) = In(x) - loga(e)

5.1 Trygonometria
et = cost + isint
cost = Re(e')

sint = Im(e'?)
Szeregi liczby Eulera:
0o Nk )
* > rieo = kf) = e

k
T __ oz
¢ ¢ —Zkzoﬁ
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o >0, milsum(1k!, (k,0,1000))]

Zobaczmy wzor:

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)

e e = et = i@ ty) = = cos(x +y) +isin(z +y)

(cosz +isinx)(cosy +isiny) = (cosx)(cosy) + (cosz)(sinx)i + (sinx)(cosy) + i2sinwsiny
((cosz) + (cosy) — (sinzx)(siny)) + i((cosx)(siny) + (sinx)(cosy))

Re = Re, Im = I'm, a zatem d-d.

Funkcje tg(z), ctg(z), tg(x) = ig;gig ,etg(z) = szlgz;

plot(tan(z), (x, —20,20))

5.2 Funkcje odwrotne do trygonometrycznych

sin(x) w o € [, 5] jest bijekcja, dzigki czemu mozna zdefiniowaé funkcje odwrotna.
e arcsin(z) : [-1,1] — [, T]
e arccos(z) : [—1,1] — [0, 7]
o arctg(z) : R — (5, )

2
e arcctg(x): R — (0,7)

5.3 Funkcje hiperboliczne

z

sinh(x) = em_;ﬁ, cosh(x) = MT(

Jedynka hiperboliczna:

cos*h — sin?h(z) =1

. 2 inh2y — (€5teT N2 _ (ef—eTTN\2 _
D-d: cosh?x — sinh?r = (S5—)* — (S5—)* =
e’ e"te e "42e”e” "  e”ete e "—2e"e” " __

- =

4e”- e _
— =1

Definicja tgh, ctgh:

o igh(r) = ko)
o ctgh(r) = 2202

5.4 Funkcje sigmoidalne

1. funkcja logistyczna o(x) = H%’ o(z): R—[0,1]
Uogo6lniona:

f(m):m,a>0
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2. tangens hiperboliczny f(z) = tgh(z)
3. arcus tangens hiperboliczny f(z) = arctg(z)
4. error function - funkcja bledu

o(x) = % + % tgh(%)

5.5 Funkcje okresowe
Definicja A - dziedzina f: 3 takie, ze Vocaf(z +T) = f(z)

5.6 Funkcje egzotyczne

1. [z] = max{k € Z,k < z} - cz. catlkowita x. Najw. calkowita nieprzekraczajaca x.
2. |z] = max{k € Z,k < z} - podloga liczby z (to samo co czes¢ caltkowita)
3. [z] = min{k € Z,k < z} - sufit liczby =
1,2 >0
4. sgn(z) =<0,z =0
-1,z <0

[5.5] =5, [4.7] =4, [-3.4] = —4

5.7 (Heine) Granica funkcji

Zakladamy, ze istnieje A > 0 taka, ze f jest okreslona na (a —A,a)U (a,a+ A) (sasiedztwie
punktu a).

limg_.q f(x) =g <= V¢, — a,zn;ﬁalimn—wOf(xn) =g
Przyklad 5.7.1. Policzmy granice nastepujacej funkcji:
lim, 022 =0
Wezmy x, — 0;1, # 0: im, o0 22 = limy, oo * liMy 0o =0-0=10

Przyklad 5.7.2. Policzmy granice nastepujacej funkcji:

: =1 _ [0] _ _1: (z—1)(z+1)
limg 1 £ = [§] = = lim,y =27

=lim,_ Z =2

Przyktad 5.7.3. lim,_.g %(m) =1 - dowdd z tw. o trzech funkcjach.

5.8 (Cauchy) Granica funkcji
limg—q f(7) =9 <= Ves03550V2ea 0 < |z —a| <0 = [f(z) —g| <e¢

Symbolu lim, ., f(z) - uzywamy réwniez na oznaczenie granicy niewlasciwej.

Przyktady:
e lim, . m% = [0%} =00
e lim,_o 1 nie istnieje ), = L — 0,2, = =1 — 0, ale f(a,) — oo, f(z]]) — —o0
o lim,_ sin(1) nie istnieje 2], = 52— — 0,2 = ﬁ — 0, ale f(2)=0, f(z!)=1
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5.9 Granice Jednostronne
Granica prawostronnas:

lim, .o+ f(7) =9 <= Vo, —aznraz,>aliMnco f(Tn) =g
Granica lewostronna:

lim, ., f(z) =9 <= Vo, az,2a2,<alily oo f(Tn) =g

lim, i+ |22 — 2| - limit(abs(2? — x),x — 1,assumptions — rightarrowz > 1) « wolfram
Limit{ Abs[x? — z],x — 1, assumptions — x > 1} + mathematica

5.10 Granica w nieskorniczonosci

Ty — 00 limy, oo f(zh)

Przyklad 5.10.1. Zobaczmy granice w nieskonczonosci:

o lim, . e® =¢e>®

=00
e lim, . a®*=o00,0ilea>1
e lim, .. In(z) =00

r=—t

= limy oo ! = limy_ o0 é =0

Przyktad 5.10.2. lim, ., . e* = {
t — 00

5.11 Twierdzenie o arytmetyce granic
1. limg o (f(2) + g(x)) = limg o f(x) + limg—,q g(z)

2. limg o (f(2) - g(x)) = limy—q f(2) - limg—4 g(x)

5.12 Twierdzenie o trzech funkcjach

Zaktadamy, ze f(z) < g(z) < h(z) oraz lim,_., f(x) = lim,_,, h(z) = g, wtedy:
lim, ., g(z) =g

Przyklad 5.12.1. lim (a: - 8in (%)) =0

0< |asin (L) <z 1

Twierdzenie 5.12.1. Definicja z granic ciagéw lim, .o a, = 0 <= lim,_ |a,| = 0,
przenosi sie na granice funkcji:

lim,—q f(z) =0 <= lim,_,|f(z)]=0
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5.13 Notacja duze O, notacja asymptotyczna
Mamy dwa ciagi a(n), b(n). Mowimy ze:

a(n) = O (b(n)) <= 303, Ynsm, la(n)| < C (n)
Przyklad 5.13.1. Przykiady notacji big O:

e b(n) = (3)n*+n=0(n?

) =as-n®+ai-n+ag, ap,a1,a2 € R,as #0
c(n) = O(n?),c = |ag| + |a1| + |ao|

Twierdzenie 5.13.1. f(n) = O(g(n)) <= limsup,,_, ‘% < 00
Zastosowania:

n® —n? +1 = 0(n?®), poniewaz:

lim sup,, _, ”B_H# =1<o0

Przyklad 5.13.2. Przyklad ambitny:
Ustalmy k - stala: (}) = O(n") - dowod jako zadanie z (*).

Kolejno:
n? +n = 0(n?),n* + n = O(n3) - na interesuje najmniejsze O

Definicja 5.13.1. Moéwimy, ze:
f(n) =06(g(n)) <= f(n)=0(g(n)) Ag(n) = O(f(n))

Przyklad 5.13.3. 1n? +n=0(n?)

Twierdzenie 5.13.2. (hm ‘%

—gN0<g<o0) = f(n)=6(g(n)

Oraz kolejno (zaawansowane):

(x) = ©(n")
(i) = 7" + (")

6 Wyktad VI

Przyktad 6.0.1. Policzmy granice:
lim, o+ %, podstawiajac % =t,t — oo zatem limy ot

lim,_,q- %, podstawiajac % =1t,t — —oo zatem lim;_, .t

Przyklad 6.0.2. Pokazmy, 7e lim,_o(1 +2)= =e

Granica prawostronna:

lim, 04 (1 + x)%, podstawienie z = %, lim; 00 (1 + %)t =e

Granica lewostronna:

lim, o (1+ ac)%, podstawienie z = %, limy oo (1 + %)t, podstawienie t = —s,
1

hmg_,oo(l — %)75 =T = (&
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6.1 Asymptoty

Definicja 6.1.1. Prosta x = a jest asymptota pionowa lewostronna funkcji f w punkcie a,
jezeli zajdzie jeden z warunkow:

lim, - f(z) = —oco lub lim,_,,— f(z) = +o0

Analogicznie definiujemy asymptote pionowa prawostronna dla = — a™.

Definicja 6.1.2. Prosta jest asymptota pionowa jezeli jest jednocze$nie asymptota pionowa
lewostronng i prawostronna.

Przyklad 6.1.1. Asymptoty pionowe moga wystapi¢ w punktach poza dziedzing funkcji:
fl@) = %H’ lim,_,_q+ f(z) = 00,lim,_, - f(z) = —oo = prosta z = —1 jest asymptota
pionowsg obustronng funkcji f(z).

Definicja 6.1.3. Prosta y = ax + b jest asymptota uko$na funkcji f w oo wtedy i tylko
wtedy, gdy:

lim, o0 (f(2) — (ax + b)) = 0.
Twierdzenie 6.1.1. Prosta y = ax + b jest asymptota uko$na funkcji f w oo wtedy i tylko
wtedy, gdy:
a=lim, .o f(f)
b=lim,_ f(z) — ax

Jezeli te granice nie istnieja to funkcja nie posiada asymptoty ukosnej w oo.

Idea dowodu:

lim, oo (f(z) — (az + b)) =0 = lim, o0 M —0_9
hmw—wo(@ —a— g) — a = hmf_,oo @
b=limy—.o(f(z) — (az))

Twierdzenie 6.1.2. Prosta y = ax + b jest asymptota ukosna funkcji f w —oo wtedy i
tylko wtedy, gdy:
()

a=lim, . ., {2

b=lim;—_o f(z) — ax

932

Przyklad 6.1.2. Narysujmy wyres funkcji: f(x) = a:—+11’ pokazmy, ze prosta y = x + 1 jest
asymptota ukosna f(z) w £oo.

ay = lim, oo 7% = lim, “;ﬁ =1
by = limy oo (f(2) — az) = limy oo 5L — 2 = lim, o EHI=EE2 =
b= hmmafoo(f(-r) - GCE) =lim,_,_ z;jll —z=lim,_,_ % =1
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6.2 Ciaglosé¢ funkcji
Definicja 6.2.1. Ciaglos¢ funkeji (Heinego). Zakladamy, ze f jest okreslona na pewnym

otoczeniu punktu a, tzn. na przedziale (¢ — A,a + A) dla pewnego ustalonego A > 0.
Moéwimy, ze f jest ciagla w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy:

f(a) = limz—mf(x)
Przyklad 6.2.1. Zobaczmy jak w praktyce mozna zastosowaé te definicje:

limg, ., f(z) = f(limz—q z) = f(a)
lim, 1 (z 4+ 1)? = (limy—1(2) + 1)2 = (1+1)2 =22 =4

Przyktad 6.2.2. Przyktady:

o f(x) =22, dom(f) = R jest ciagta w kazdym punkcie dziedziny.

o f(z) =sin(l/x), dom(f) =R — {0} jest ciagta w kazdym punkcie dziedziny.
Twierdzenie 6.2.1. Ciaglo$¢ prawostronna (Heinego). Zakladamy, ze f jest okreslona na
pewnym prawostronnym otoczeniu punktu a, tzn. na przedziale (a,a + A) dla pewnego
ustalonego A > 0. Moéwimy, ze f jest prawostronnie ciggla w punkcie a, wtedy i tylko
wtedy, gdy:

f(a) = hmw—m"’ f(il?)
Analogicznie definiujemy ciaglosé lewostronng dla x — a™, [a — A, d]

Twierdzenie 6.2.2. Funkcja jest ciaglta w punkcie a jezeli jest jednoczesnie ciagla prawo-
stronnie i lewostronnie.

Przyktlad 6.2.3. Zbadaj ciagltosé¢ podanej funkcji w 0 w zaleznosci od parametru a:
rz+a,dlaz >0
xT) =
/(@) {mQ—i—l,dlax <0

Liczymy: lim,_,o- f(z) = lim,_,o- (22 +1) =1
lim,_,o+ f(x) =lim,_g+(x +a) =a
a=1

Definicja 6.2.2. Ciaglosé¢ funkcji (Cauchy’ego). Funkcja f jest ciagla w punkcie a <=
Ves0d5>0alr —af <6 = [f(z) — fla)| <e
Twierdzenie 6.2.3. Jezeli f, g sa ciagte w punkcie x¢ = a, to wowczas:

L f(z) £ g(z)

2. f(z)-g()
3. gé;g, oile g(a) #0

sa ciggle w punkcie x¢ = a.

Whiosek. Wielomiany i funkcje wymierne sa ciaglte w swojej dziedzine. Funkcje trygono-
metryczne sg cigglte w swojej dziedzine.

Twierdzenie 6.2.4. Ztozenie funkcji ciaglych f, g jest funkcja ciagla.
f ciaglta A g ciagla = f o g ciagla
Zobaczmy przyktad: lim,_,, (cos (1 )) = cos (limacaa %) = cos (1)

x a
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6.3 Mnozenie szeregéw

A+2r+22)(-1+3x+22+2%) = (1+2-1+1-3)23+(1-1+2-Dz* + (1-1)z°
(a0+a1x+a2:17 )(b0+blx+b2x +b3$ ) = a0b01+(a061 +a1b0)x+(aob2+a1b1 +a2b0)£€2+
=cy-l4+c-xz+co-2?

0 1 2
Co =D o @kbo—r; 1 =Y g arbi—k; c2 =D o arba_i

Twierdzenie 6.3.1. Twierdzenie Cauchy’ego o mnozeniu szeregow.
. o0 o0 0
Zakladamy, ze >~ |an| < 00,>° " [bn] < 00, wtedyco D p_g @rbo—k:

> 0 n D omeo b = D007 ¢, gdzie ¢, = Y, nagb,—k - dyskretny splot

6.4 Funkcja exp(x)
Definicja 6.4.1. Niech z € R:
exp(e) = 0l 4

exp(z) jest poprawnie zdefiniowna. a, = T )

hmn—>oo |(n+1)' T

m ahmn—mo |an+1 | =

lim,, oo | =%+ | = 0 — jest zbieznos¢ bezwzgledna = € R.

ntl
Przyktad 6.4.1. Dyskretny splot exp:
exp(z ) +exp(y) = exp(w +y)

Dm0 D el = 0Cn
Cn = Y peo @k - by dyskretny splot szeregow ay,, by,
zatem:

k n—k

Cn =D o G (i;k)! =Yoo () ara™y == 0 Yo (R)atyn T =

_\H

a@+y)r

Przyklad 6.4.2. V crexp(x ) >0
1.z >0exp(z) =3 o0, 20 > 0, poniweaz (1 + > o0 Ly =1)

2. exp(z) - exp(—x) = exp(x + (—x)) = exp(0) =1
exp(—z) = ﬁ(x) >0

Przyklad 6.4.3. Funkcja exp(z) jest ciagla:
lim, 4, = limp 0 exp(xg + h) = limy, g exp(xo) exp(h)
= exp(xo) limy, g exp(h) = exp(zp) - 1

7 Wyklad VII
7.1 Pochodna funkcji

Definicja 7.1.1. Pochodna funkcji. Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a, jezeli ist-
nieje granica:

#/(a) = limp_o f(a+h) f(a)

Jezeli f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie dziedziny, to moéwimy, ze f jest rozniczko-
walna. Pochodna jest liniowa, tzn. (f +g) = f' + ¢/, (cf) = cf’.
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7.2 Elementarne pochodne

L (") =n-a"?

2. (e") ="

5 @) = i)

4. (loga(®))' = 57ty
5. (sin(w)’ = costz)

6. (cos(z)) = —sin(z)
7. (t9(2)) = am

8. (ctg(x)) = 5t
9. (aresin(z)) = -
10. (arccos(x)) = 11—x2
11. (arctg(x)) = 175
12. (arcctg(x)) = — 1552

7.3 Algebra pochodnych

(fx9)' =f+4g
2. (f-9)=f-9+f¢
3. (i)/ — f’~g*2f-g’
4. (fog) =(f'og)-¢

8 Wyktad VIII

8.1 Suma i iloczyn pochodnych
Twierdzenie 8.1.1. Pochodna sumy jest suma pochodnych:

(f (@) +g(2))" = f'(x) + ' (x)

D-d. (f(z)+g(z)) = limh_{)f(z+h)+g(w+hh)*f(w)*g(w) = limn_o f(I+h})L*f(I) _ 9(w+h});9(z) _*

f'(z) + ¢'(x) (% granica sumy jest sumg granic)
Twierdzenie 8.1.2. CHAIN RULE. Pochodna iloczynu funkcji wyraza sie wzorem:

(f(z) - g(2))" = f'(2) - g(2) + f(2) - ¢'(2)
D-d. (f(z)-g(x)) = limy,_o L@t 9@t =f@)9@) _ 15y, o (f(w+h)—f(w)+.f(w])1)»g(w+h)—f(w)'g(w) -

h
limp_o (f(r+h)ﬂ;(w))9(r+h) + f(r)g(rJrhf)L*f(r)y(w) — limhﬂow cglx + h) + f(z) -

w = f'(z) - g(x) + f(z) - ¢ () (g jest rozniczkowalna —> g ciagla)

Whaiosek: (¢- f(z)) = (¢) - f(x)+c- f'(x) =0 f(z)+c- f'(x) = c¢- f'(x) (Liniowos¢
pochodnej)
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8.2 Odwolanie - odwzorowanie liniowe

A: X =Y
A(xl + Ig) = A(IL‘l) + A(Iz)
Alc-z) =c- A(x)

8.3 Odwrotnosé pochodnej

/ ’
Pokaz, ze: (ﬁ) = _q“((’w()i) (lista zadar)

! 1 1
1 — 9(@+th)  g(=)
(g(x)) h
8.4 Pochodna ilorazu

Twierdzenie 8.4.1. Pochodna ilorazu dwoch funkcji f(x), g(x) wynosi:

(M) f(@)-g(x)— f(l) g'(z)
g9(z) (9(2))*

D-d () = (1) 7t) = 1/ @) - 5+ 1@ () = 1@ g + @) (3552 =
f(@)g(z)—f(z)g' (z)
(9(=))?

Przyklad 8.4.1. Rozwazmy ponizszy wzor:

Vnen—qoy(@") =n-a"*

D-d. Wykorzystujemy wzor dwumianowy Newtona:
n_,mn " n\pkpn—k)_ n
(xn)/ = limh_>0 (z4+h)"—a™ — (Zk:o (k) x ) x Zalozmy, en>2:

h
( ::0 (:)hkwnfk)_xn TR hOxn(ﬁ(’)L)_"_hlxnfl(711)+§-LZ::2( )hkxn k) _gn _

h
n n—1 " n\pk n—k\_ .n
e o (T (M) man g (S0, (2R ) = et

limy, o

limy o

k=2

limp, o
Przyklad 8.4.2. % (ap + a1z + - - - + apa™) = a1 + 2asx + 3azx?® + - - - + naa" !

Przyktad 8.4.3. Sinus, cosinus:
sin/(x) = cos(x) tydzien temu
cos'(x) = —sin(z) éw

Przyklad 8.4.4. Policzmy tan'(x):
i sin’ (x)cos(x)—sin(z)cos’ (x cos?(z)+sin?(z
tan’(x) = (%)/ = = (co)é(o:)Q( Jooo (=) — (co)s;r(w) @ = (Cos%l))Z

Przyktad 8.4.5. Policzmy cot'(z):

/ _ rcosz\s _ —sin®(z)—cos’(z) _ 1
cot'(z) = (53)" = (sin(z))?  (sin(z))?

8.5 Pochodne [e]

Przyklad 8 5 1. Lemat techniczny: Vnerle™ — 1 — h| < ‘hTzleW = h;e‘h'
= Yo k' *1+h+2k 2 k'
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pk+2 2nF
"—1-h= Ek: 2 ' Ek 07 k+2)' = Ek 0 (k+2)1-2

|h|? 20n*  _ p? |hl*-2 _ p2 500 |RIF 2
|6 — 1= | X o Zk:o (k+2)! — 2 Zk:o k+2)! — 2 k=0 k! 1) (F+2) <
J N L Ay ST
2 Zuk=0 kI — 2

. h_ . h_
Twierdzenie 8.5.1. limj_.q e—hl =1 < limp_.g (% — ) =0
. h_q1_ . h_1_
limp0 © hl h—0 < lim %‘
leh—1—p| _ 2Elnl . . . )

0< ] < 24— = 0 Z twierdzenia o trzech ciaggach mamy dowod.

Przyklad 8.5.2. (e%) = limy,_0 CH};L_CE = limy, g €” - G}T_l =e”

. . In(a)-(z+h) _In(a) = . L on(a)h_ 1
Przyktad 8.5.3. (a%)' = (eln(a) #) = limp_o ¢ T =limj,_,o eM(@)re""—e — =
. ln(a)h 1 o
= llmh*)() a Wl ( ) =qa” - ln(a)

8.6 Pochodna funkcji odwrotnej

Twierdzenie 8.6.1. Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotne;j
y = f(x), rozniczkowalna i rosnaca (lub majlejaca) na [a,b]. Niech f(zg) = yo. Wowczas
istnieje funkcja odwrotna x = f~1(y) oraz zachodzi wzor:

Wy = T o,
D-d.
Wezmy: f(zo+ k) =yo+h
@), = limp g L0000 iy, S )=/ )
limi—0 7R —flen) = Mk~ TEmmRTED = — 1 = (0T,

Przyklad 8.6.1. f(z) = e®, e = yo, f~1(y) = In(y)

[Zﬂ(y)};:yo = ﬁ;:wo = 6'%0 = Uo (ln( ))/ = %

() _ 1 1
Przyklad 8.6.2. log,(y) = e} ) = (@

Przyktad 8.6.3. Sprawdzmy zrozumienie tw. o pochodnej funkcji odwrotnej:

f(x)zsin(l)xe[ 2,2] y—sm(m)
‘ T 1 _ 1
(arcsm(y)) = Gin(@)) — cos(z) \/1—sin2(x) - \/1_y2

Nastepnie:

f(x) = cos(x),x € [0,7],y = cos(x) )
(arccos(y)) = (cos(z))’ = —sin(x) = \/176052(21) = \/17y2
Kolejno:

fx) = tan(/ x), T € [—5, o, y2: tan(z) 1
(arctan(y)) = W = cos*(z) = THan ) = 117

9 Wyklad IX

Definicja 9.0.1. Maksimum Lokalne. Niech funkcja f : R — R bedzie okreslona na prze-
dziale (a — d,a + 9). Jesli:

23



J51<6Vae(a—s1,a150) f (¥) < f(a)
to f ma w punkcie a maksimum lokalne.
Maksimum lokalne wiasciwe - jw. z Voe(a—s,,a)U(a,a+01) (%) < f(a)

Definicja 9.0.2. Minimum lokalne. Niech funkcja f : R — R bedzie okreslona na przedziale
(a —d,a+9). Jesli:

35, <5Vae(a—61,a+00) f(x) = f(a)
to f ma w punkcie a minimum lokalne.

Minimum lokalne wtasciwe - jw. z Vo (a—s,,a)U(a,at6,) J(2) > f(a)

Maksima lokalne, maksima lokalne wlasciwe, minima lokalne i minima lokalne wlasciwe
to ekstrema funkc;ji!

Twierdzenie 9.0.1. Jesli f jest rézniczkowalna w punkcie ¢ io posiada w tym punkcie
ekstremum to f'(c) = 0.

D-d (dla maksimum, dla min. analogicznie):

Niech h > 0:

fle+h) < fe), fle—h) < f(c)

fle+h)—f(e) <0, fle—h) = f(c) <O

f(CJrh})L*f(C) <0, f(C+fi)}:f(C) >0

f A+ (¢) = limy, ¢ LI

f =" (¢) = limy, g+ LRI
fH (©=f-"(c) <= f+ (c)

A\YAW/AN

0
0

Warunek f/(c) = 0 ma ekstremum jest tylko warunkiem koniecznym!

Twierdzenie 9.0.2. Twierdzenie Rolle’a. Niech f bedzie ciagla w przedziale domknietym
[a, b], rozniczkowalan wewnatrz (a,b). Jesli f(a) = f(b) = 0, to istnieje takie ¢, ze a < ¢ < b
oraz f'(c) = 0.

D-d.

Jesli f jest stala, f'(x) = 0. Wowczas dla wszystkich « € (a,b) istnieje ¢ € (a,b) : f'(¢) = 0.
Jesli f nie jest stata, to istnieje dodatnia lub ujemna wartosé funkcji f.

Niech istnieje wartos¢ dodatnia M = supf(x). Z twierdzenia Weierstrafa:

de € (a,b)f(x): M >0,a<c<b, fla)=f(b)=0

Zatem funkcja f osigga kres gorny w punkcie c¢. To jest maksimum lokalne w punkcie c.
f'(e) =0 itd.

Twierdzenie 9.0.3. f - ciagla na [a, b] i rozniczkowalan wewnatrz przedziatu (a,b). Wow-
czas istnieje 0 < 0 < 1, takie ze:

O — f'(a +6(b— a))

D-d (pomyst):
Rozwaz fukcje g(z) = f(a) — f(x) + (x — G)W i zastosuj tw. Rolle’a.
g9(a) =0,9(b) =0, 3ce(ap) : 9'(c) =0
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c=a+0(b-a),0ec(0,1)
g(x) = ((a) = (@) + (0 — @) L) ) = /(@) 4 LGL)
g(a+0(b—a)=0 < fla+0(b—a) =101 O

Whnioski:

1. Jesli f/(x) = 0 dla wszystkich = € [a,b] to f jest stala na [a,b].
D-d.
T < 73 € [a,b], Lz i) - fl(x1 +0(xe —21)) =0

f(z2) — f(z1) =0 = f(z2) = f(z1), f(x) jest stala na [a, b]
2. Jedli Vocuenf' () = ¢’ () = f(z) = g()+ stala.
D-d.
flx) =g(x) <= [f(2)=g(2) =0 = (f(z) —g@) =0 = [f(z) —g(z) =
stala <= f(z) = g(x)+ stala.

Twierdzenie 9.0.4. Reguta de L’Hospitala. Zakladamy, ze funkcje f i g sa ciagle na prze-
dziale [a, b]. Ponadto f(a) = g(a) = 0. Wowczas:

f(z)

lim,_, .+ o) = lim, .+ %7 o ile granica istnieje.
, - 1; -1 _ 2-1
Przyktad 9.0.1. Rozwazmy podane przyklady: lim, .2 577 = 577

2
z?=4 __ [0] _ 15 2z _
—2 [0] =lim, o+ 5 =4

limx_,2+

D-d. (szkic) lim,_,,+ ﬁ:;
Podstawmy x = a + h, h — 0F. Mamy:
i fla+h) _
1My, 0+ glath) —
flath)—f(a)
g(a+h)—g(a)
i flath)=f(a)
= limy o+ sEm—m =

h
T f'(a+061h)
= limy,_, o+ m

= limh_,0+

9.1 Pochodna funkcji zlozonej

Twierdzenie 9.1.1. Zakladamy, ze g i f sg rozniczkowalne oraz ¢’ jest ciagla. Wowczas:

9(f(@)) =g (f(x)) - f'(z)
Przyktad 9.1.1. Na przyktad:

1 ((zQ + 1)1 OO)/ =100(z? + 1)109=1 . (22 + 1) =100 - (2* + 1)?9 - 2z
2. (sin(z?)) = cos(z?) - (22) - 22

3. (smz(a:))/ = 2(sin(x))?>7L - sin(x)’ = 2sin(x) - cos(z)

4. (z") =na" !

5. (z%) = ax*!
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6. ¢ = (eln(m))a — eln(m)‘a

7. (xa)l _ (6ln(z)<a)/ — eln(z)-a . (ln(x) . a)/ — . % ca=1%1.¢
FAKT. Uwaga. Regule de L’Hospitala stosuje si¢ rowniez dla  — a~ lub dla z — a™.
Przy odpowiednich zalozeniach zachodza wzory:

: flx) _ 55 f'(z)
limg ., g(z) — lim, ., 7 (z)

Przyktad 9.1.2. Rozwazmy przyktady:

In(1+x) _ in(1) _ |:0
0

’ 1
o lim, .o — L 6] = lim,_.q (ln(g;i',"l)) =lim,_,o =+ =1

071
o lim, .o si'r;Z(x) _ [%] = lim, o (52&2()%)) = lim,_.o 2sin(x2)lcos(m) = lim,_o sin(z)

lim, g cos(z) =1
FAKT. Uwaga. De L’Hospital dziata rowniez dla a = o0. Jesli lim, o f(2) = lim, o g(z) =
0, to:

limg, o0 E2— = L8]

el‘
FAKT. Regule de L’'Hospiatala mozna stosowaé réowniez dla wyrazen nieoznacoznych po-
staci 22. Jesli lim, ., f(z) = lim,_.q g(z) = o0, to:
f

- f@) _ g (=)
limg . 57y = liMe a7y

=lim,_,

Q
N~

—

T
g(x

Przyktad 9.1.3. Przyktad:

e Ustalmy k£ € N — {0}. Wowczas:
k

k)/

li )
Mz —co (e®) —
kzk !

e’ =

lim,, o

. !
limg oo & =0

e Ustalmy k € N. Wowczas n¥ € O(2")
k

. nk
lim, o0 57 =
:ck _
2= —
k
M X —
limg 00 n@z —
k_mk—l
In(2)eln(@z —

. !
lim, o T T = 0

Przyktad 9.1.4. lim,_ ¢+ (In(x) - z) =

. In(x
hrnx—>0Jr g ) =

hrnr—>0Jr (

1im.ﬁt—>0+ T = O
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10 Wyklad X
L In(f(@) = 751 (@)

2. 1T = eln(m) T

(%) = @ . (L 4 1In(z)) =2® - (1 + In(z))

3. g% = (@
(a®) =a® - In(a)

4. (f(x)9 (1)) ( In(f(x))— g(an)) = U @)=9() . (In f(x) - g(x)) =
F@)?® (In(f(2)) - g(x) + ¢'(x) - n(f(2))) =
F)@ - (LG5 1 g () In(f(2)))

10.1 Funkcje Hiperboliczne

sinh(x)
sinh’(x) = % (e + e %) = cosh(x)
cosh’(z) = 5 (e® — e™™) = sinh(x)

10.2 Interpretacja geometryczna znaku pochodnej

Jesli Ve (o) f'(2) > 0, to f-rosngca w (a,b). Analogicznie dla f'(z) < 0 to f-malejaca.

10.3 Pochodne wyzszych rzedow
f/ f// f/// fw ,f(l)

de d*y 'y
dy’ dz?) " dzn

Przyktad 10.3.1. Przyktady:

2. (z) = (na" 1) =nn - 1)2"2 ...
3. () k) =nn—-1)..(n—k+1)-2nF

10.4 'Wzér Taylora

Twierdzenie 10.4.1. Twierdzenie Lagrange’a - przypomnienie.

LO=Fa) — /(4 (b — a))

b—a

F(b) = fa) + 5 - f'(a+0(b - a))

Zalozmy, ze f jest n-krotnie rozniczkowalna na [a,b]. Wtedy istnieje 0 < 8 < 1, ze:

F(0) = J(@) + b5 7 (@) + 52 () 4 -+ GO i) R,
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Twierdzenie 10.4.2. Wz6r Maclaurina.
b=z,a=0
F@) = fO0) + £ F/(0) + - + g SV (0) + Ry, gdzie R, = Lp [ (0x)

. xT x I7 o0 7(7” n
L sin(z) = o — 5 + Fr — % -cos(0x) f(x) =), 2, (f n!(O)x )

2. f(z) =e® f(x) = f(0)+ & f(0) + L f(fz) = 1+ & 4 T . b

Twierdzenie 10.4.3. Jesli pochodna rzedu parzystego jest niezerowa to jest ekstremum,
jesli nieparzytego rzedu tylko punktem przegiecia.

Przyktad 10.4.1. Zobaczmy funkcje:
flx) =2 f'(0)=0,f"(0)=0,f"(0) =6
f(x) =2 f(0) =0, f(0) = 0, f"(0) = 0, £f()(0) = 4!

L f'(¢)=..f® V() =0A f?* >0, to f ma min. lok. w ¢
2. f'(c) = ..fPD(e) =0 A f?* <0, to f ma maks. lok. w ¢

3. f'(c) = ...fP*=D(e) A0 A f2* = 0, to f nie ma ekstremum w ¢

10.5 Wypukloséé funkcji

f wypukla na [a,0] <= V4 gejaplacsVico1) (fEa+ (1 =1)8) <tf(a)+ (1 -1)f(3))
Funkcja wypukla - tempo wzrostu funkcji rosnie

Twierdzenie 10.5.1. Zaktadamy, ze f jest rézniczkowalna na (a,b). Wtedy f wypukla na
(a,b) <= [’ jest rosnaca. Wnioski:

1. f”(x) > 0 na (a,b) — f’ rosnaca f wypukla

2. f"’(z) < 0na (a,b) — f' malejaca f wklesta

3. f"(xp) = 0 jest warunkiem koniecznym istnienia punktu przegiecia w punkcie
Przyklad 10.5.1. Badanie wypuklosci:
flx)= (1 +2He”, f'(x) =e® (22 +42+3) =0 > 21 = =3, 20 = —1
10.6 Nieréwnosé Jensena

Twierdzenie 10.6.1. Niech f-wypukla na [a,b], a1,a2,as,...,a, € [0,1], >0 ja; = 1,
Z1,T2, ..., &, € [0,1]. Wtedy:

iy airs) < 300 aqf(aq)
Dla n = 2 jest to po prostu definicja wypuktosci.

10.7 Problem opymalizacyjny

WV
o

Znajdz MAX (zq1 - xo - x,) przy zal, ze x4 + 2o + -+ + x, = const. i x1,2a,...,2,
$1'$2""‘$n<(w :(constv)

n
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10.8 Funkcje Sigmoidalne

Definicja 10.8.1. (nieformalna). Funkcje, ktorych wykres jest w ksztalcie charakterystycz-
nej litery S.

e Funkcja logistyczna - o(x) = 1+e -, R —[0,1]

Definicja 10.8.2. (formalna). Funkcja ograniczona, rozniczkowalna na R o dodatniej po-
chodnej i tylko z jednym punktem przegiecia.

Punkt przegiecia - punkt, gdzie funkcja zmienia sie z wypuktlej na wklesta lub z wklestej
na wypukla:

o tan(z) = zfj_z,l

e arctan(x)...

10.9 Error function

11 Wyktad XI

11.1 Techniki calkowania
Podstawowe wzory
L. [a"de = % n+1 "~ +CneN
2. [ sin(z)dx = —cos(x) + C, bo (—cos(z))" = sin(x)
3. fcos(x)dx = sin(xz) + C
4. [L=I(z|)+C
Twierdzenie 11.1.1. Niech [ f(z)dz = F(x) + C, wowczas:
[ flaz +b)dx = LF(az +b) + C

Dowod
(2F(ax +b) +C) Lf(az +b)(ax +b) = Lf(ax +b) - a = f(az +b)

Przyktady:
o [cos(nz)dz = Lsin(nz) +C
o [ 1+%dgc = arctan(z) + C

 Jee =

® fz+1dx—f””1‘4l_11dx—f(1— Ml_l)d:v:fld:v—fm+1d:r—x—ln(|m+1\) +C

t arctan(2) + C = a - arctan(2) 4+ C

@H
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11.2 Calkowanie przez czesci

Twierdzenie 11.2.1. Twierdzenie o catkowaniu przez czesci.

[ f(@)g' (@)dx = f(z)g(x) - [ ['(2)g(x)dx

Dowod

(x)dz + [ f'(x)g(z)dx = [ f(z)
Przyktady:

. fzsm( )dz Przyjmujemy f(z) =xz,¢'(z) = sin(z) Mamy:
z(—cos(z)) — [1(—cos(z))dz = —(z)cos(x) + [ cos(z)dx =
=x- cos()—i—sm()—i—C

o [22cos(z)dx. Przyjmujemy f(z) = x> g ( ) = cos(x ) Mamy:
=22 sin(z) — [2xsin(z)dx = 2* - sin(z) — 2 [ sin(x)dz =
= 22 sin(x) + 2xcos(x) — 2sin(z) + C

o [2?In(x)dz. Przyjmujemy f(z) = In(x), g (z) = 2* Mamy:

c.u

ln()z—fl-xda:— L
zln(x)-‘%—fx— r)- 5 -5 +C

o [2"In(z)dx - éwiczenie.
o [In(z)dx =In(z)x —z+C

. fa:Qerx Przyjmujemy f(x) = 22, ¢'(z) = e Mamy:

=2?%e® — [2ze®dx = z%e® — 2 [ xe” =. Przyjmujemy f(z) = z, ¢'(xz) = e” Mamy:

= z?%e” — 2ze” + 2 [ e"dr = 2%e” — 2xe” +2e” + C = e”(z

2-20+2)+C

o [sin(z)e”dr = %;ws(w)ew + C. Przyjmujemy f(z) = sin(z)g'(z) = ¢* Mamy:
= sin(x)e” — [ cos(x)e®dr = sin(x)e” — cos(x)e® — [ sin(x)e”dx

o [cos( ) . Przyjmujemy f(z) = cos(x),¢'(z) = e* Mamy:

= cos(z)e” + [ sin(x)e*dx

o [sin(x)etdr = H_cost) x4

11.3 Calkowanie przez podstawienie

Twierdzenie 11.3.1. Wiedzac, ze:
J9@)dt =G(t) +C, G'(t) = g(t)

mozemy obliczy¢:

bo (G(w()))" = g(w(x))w'(z).
Przyklad 11.3.1. [e* T2z +1) = ¢* T 4 C
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Przyklad 11.3.2. [(3z + 1)"dz. Podstawiamy 3z + 1 = ¢,dz = %dt. Mamy:
Jerdde =1L [emar = L0 0 = 1Bt

3 n+1
d
(t(x) =3z +1, t;j)_?,)

Przyktad 11.3.3. [ sin3(z)cos(z)dz. Przyjmujemy t = sin(z), % = cos(z) Mamy:
4 sint (z

[Bdt=1 +C =" C

Przyklad 11.3.4. [¢” *2da. Przyjmujemy ¢ = z2, ﬁ = 2x Mamy:

[et5dt = %fetdt—%e +C

Przyktad 11.3.5. [ 1_?_‘251”3”(16) dz. Przyjmujemy t = 1 + sin(z)dt = cos(x) Mamy:

[ 3dt =in(Jt]) + C = In(|1 + sin(z)|) + C

Przyktad 11.3.6. [ £ r “”dx = In(|f(x))+C [ ’}/((;))d:v Prayjmujemy t = f(z)4 = f/(x)
Mamy

Jidt =In(]t]) + C =n(|f(2)]) + C

Przyklad 11.3.7. [tan(z)ds = [ 22E) gy — — [ <08 @) 43 = In(|cos(z)]) + C

cos(z) cos(x)

11.4 Paskudny algorytm catkowania funkcji wymiernych

W(z) = P(m) P, Q - wielomiany, cel [ W (z)

Qx)?
W jest wlasciwg funkcjg wymierng jesli: deg( ) < deg(Q)
Kazda funkcje Wymiernac mozna zapisaé jako sume wielomianu i funkcji wymiernej wlasciwe;j.
Przyklad 11.4.1. [ - d;U = [(®+z+1+25)de = [(®+z+1)de+ [ fracle — 1dx =
§+7+x+ln(|w—1|)+C

W dalszej czesci zakldamy, ze: W (z) = ggg, deg P < deg Q)

Funkcje wymierna wlasciwg rozktadamy na utamki proste. (apart wolframalpha)

Twierdzenie 11.4.1. Kazda funkcja wymierna wtasciwa jest suma utamkoéw prostych:

1A

2. ﬁ,k:zs,...

3. A A <0

4. %m:m,m

Przyklad 11.4.2. W(z) = 2+ 5 + S5 + =y

L. [A-de=Aln(jz —a|) +C

2. [ Ghyrdr == A4 O k=23,
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3. [ Aetl dx—f(Mxiﬂvdx:

z2+pr+q z+a)?+b2

M2(z+a) Ma+N
J = W =
M N—Ma
7“7’(‘( f (@ta)2+b2 dx =

b?)) +
%Z’I’L(‘( ) +b2‘)+(N Ma)fmdxz
arctan...

4. [ %dm sprowadza sie do catek:

S (t2+11)m dt, [ (t2+t1)m dt

Przyklad 11.4.3. [ Wdt. Przyjmujemy z = t? + 1 Mamy:
1 ¢ de 1p-mtl 1 (t241) "l L C

2 ™~ 2 —m+1 T 2 —m+1

Przyklad 11.4.4. Rozwazmy nastepujacy ciag rekurencyjny:

— 1
Im = f (t2+1)™ dt
_ 1 t 2m—1
Im+1 — 2m (£2F1)™ + 'rr:n I,

I = arctan(t)

12 Wyktad XII

cos2tdt — [ 1Feost) 5

/ ;

Jgdt+ [ FPdt = e+ v C

[ Va% —22dx = [ acostacostdt = [ a® [ cos®dt

12.1 Przez czesci dla calek oznaczonych
J F@)g(@)de = |(f(@)g(2))]s = [ f(@)g'(x)dz

Przyktad 12 1.1. [{In(z)dz, przyjmujemy: f'(z) = 1,g(z) = In(z) — f(z) = z,¢'(z) =
1 — (zln(x)) flldx—eln()—lln()—:c\l—e—(e—l)zl

x

12.2 Zamiana zmiennych w calkach oznaczonych

Twierdzenie 12.2.1. Twierdzenie o zamianie zmiennych w catach oznaczonych.

@ [a,ﬂ] —na [a’b]vt € [Ol,ﬂ], gp(a) = aﬂ@(ﬁ) = b, to:
2 f@)de = [7 f(o(t)¢! ()dt

Przyklad 12.2.1. fol 3z 4 1)'%dz, przyjmujemy 3z + 1 =t,dv = §dt, mamy: f14 t10%dt =
ftm ‘ t1|47;£fli
31 31T T 311

Przyklad 12.2.2. fOR VR? — x%dz, przyjmujemy x = R - sin(t), dtR cos(t)
x = sin(t), to wiec z € [0,1] — ¢ € [0, T]
(Va € [0,1]) (3t € [0, Z]) sin(t) = x,t = arcsin(x), mamy:

[ VR = REsnt- R cos(t)di —
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fO% RV/1 —sin%t - R - cos(t)dt =
fog R2\/cos(t)cos(t)dt =

fO% R2cos(t)cos(t)dt =

fog R2cos®(t)dt =

R? fog cos?(t)dt =

(3t + 22| =

R%r
4

12.3 Zastosowania calek

12.4 Pole pod wykresem

FAKT. Pole pod wykresem. Dla funkcji f > 0 okreslonej na [a,b] pole pod jej wykresem
na przedziale [a, b] wynosi S = fab f(z)dx

Przyklad 12.4.1. Pole migdzy wykresami f(z) = 2%, g(x) = /= na przedziale [0, 1] wynosi:
fol VT — fol r?dr = fol(\/i —2%)dx

Przyklad 12.4.2. Pole kota. 22 + y> = R? — y? = R? — 22. Wezmy x € [0, R], wtedy:
y(z) = VR? — 22. Pole kola: S =4 - fOR VR? — 22dz = 4RT2” =7R?

12.5 Dtugosé tuku krzywej
FAKT. Dhugosé¢ tuku krzywej funkeji ciaglej f okreslonej na przedziale [a, b]:
_ b dy\”
L=[l\J1+ () do
Przyklad 12.5.1. Policzmy dtugosé krzywej f(z) = 22 na [0, 1]. Mamy: fol V14 (2z)%dx =
[y VT + 422de = F(1) — F(0) = ...
FAKT. Ogolna dtugosé tuku krzywej (z(t),y(t)) dla a <t < b:

JP @O ()2t

Dla funkcji (z, f(x)) mamy (2, f/(z)) = (1, f'(x)) uzyskujac poprzedni wzor.

Przyktad 12.5.2. Parametryzacja przy uzyciu wspoétrzednych biegunowych:
Okrag (R - cos(t), R - sin(t)), t € [0,27] - okrag o promieniu r
Zatem obwod okregu wynosi:
o VR=sin(6)? + (R cos(t)?)dt =
2T /RE(sin®(t) + cos2(1))dt =
2T Rdt =
(Rt)[5™ =
2R
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12.6 Pola powierzchni i objetosci bryt obrotowych
Przyktad 12.6.1. Obrot proporcjonalnosci prostej y = ax wokoét OX tworzy stozek
FAKT. Objetos$¢ bryty obrotowej jest dana wzorem:
V= 7Tf0b f?(z)dz
Przyklad 12.6.2. Wezmy f(x) =z, zatem R =1 a tworzaca [ = v/2. Objetosé stozka:

J— — us

V= Wfol'dl’ o |02—§
R%h _ ml _

Sprawdzmy, zeV— =5 =3

FAKT. Pole powierzchni bocznej bryly obrotowej dane jest wzorem:
—27Tff W1+ (f'(x))2dz

12.7 Calki niewlasciwe pierwszego rodzaju
Rozwazmy V., f(t) jest ciagla na [a, z], wtedy:
J7 f(t)dt = F(z) — P(a), dla F'(x) = f(z)
Pytanie - czy istnieje limy o0 F(x) = [° f(t)dt?
Przyklad 12.7.1. Pytania:
1. Oblicz [° f(t)dt

2. Zbadaj zbieznosé [ f(t)dt

Przyklad 12.7.2. Pohczmy caltke:
Jo~ mrmdt =

lim, o0 arctan(t)|§ =

lim,_, arctan(z) — arctan(0) =
T—0=m

Przyklad 12.7.3. Policzmy calke:
[ L

limg, oo fl %dt =

lim, 00 In(8)|§ =

lim, o0 In(z) — In(1) =

lim, o In(z) = 00

Przyklad 12.7.4. Policzmy caltke:
Jo~ cos(t)dt =

limy oo [y cos(t)dt =

lim, o0 sin(t)|§ =

lim, o sin(z) — sin(0)

lim, ., sin(z) NIE ISTNIEJE, zatem calka jest rozbiezna
Przyklad 12.7.5. Policzmy calke:

fO 1+t2+\/t27d
f(x) 1+t2+m < 1+t2 :g(x)
fo t)dt < co = fo t)dt < 0o
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Twierdzenie 12.7.1. Kryterium poréwnawcze (1 cze$¢). Zaktadamy ze zachodza nastepu-
jace wtasnosci:

1. 0< g(t) < f(t) dlat € [a, ]
2. [ f(t)dt < oo jest zbiezna
Wowczas:

L% g(t)dt < oo jest zbiezna.

Analogicznie (a = no) A (372, f(t) <o) = (2212, 9(t) < o0) - kryterium poréwnaw-
cze zbieznodci szeregow.

Przyktad 12.7.6. f(0)-1+ f(1)-1+ f(2) N
Jo© F)de <3502 f(k)
F(0) + 3202, f(k)

Zatem:

f()- 1+f( fo

o flk <f0

Shey F(B) < fo7 f()dt < f(0) + 3002, f(k)

Twierdzenie 12.7.2. Kryterium poréwnawcze (2 cze$¢). Zaktadamy, ze zachodza nastepu-
jace wlasnodci:

1. 0 < f(t) < ¢g(t) dlamin ¢ € [a, 0]

2. [ f(t)dt jest rozbiezna.

Wowczas:
L% g(t) jest rozbiezna
Przyktad 12 7.7. Pohczmy calke: fl ot
Wiemy, ze s \/ ™ +t Sprawdzmy:
JT7 e =

= oo rozbiezna.

. . . . .01
Na mocy kryterlum poréwnawczego réwniez fl v/l

13 Wyktad XIII

13.1 Calki oznaczone w nieskonczonosciach
T2 pwyae= [0 fdt+ [ f(tdt

Przyktad 13.1.1. [T X e lar = [0 el 4 [ e-lgr = 2
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13.2 Splot funkcji
Nie bedzie na egzaminie.

Definicja 13.2.1. Splot funkcji. Dla odpowiedniej funkcji f, g : R — R definiujemy splot:
(f* 9)(@) = [2Z F(H)g(w — bt
(f * g)(z) jest dobrze zdefiniowany:
L[ f(0)]dt < oo
2. f+oo (t)|dt < oo

FAKT. f,g: R+—>Rto (fxg)(x fo gz —1t)
Majac [7 f(t)g(z — t)dt, f(t) =

F@t) dlat>0
0dlat<0

Oraz g(x — t) analogicznie osiagamy wzor podany wyzej.

convolve(f, g,t,z) - splot w wolframalpha

£ = {1 dla |t < 1

Przyktad 13.2.1.

Odlat>1

tdla0o<t<1
g(t) =
0 dla t ¢ [0,1]

Obliczmy splot

(f xg)(x f F®)g(z —t)dt

convolve(1 * boole(—1 < t < 1),t * boole(0 < ¢t < 1),t,x)

13.3 Wilasnosci splotu
Twierdzenie 13.3.1. Algebra splotu

L fxg=gxf

2. (fxg)xh=fx(gxh)

3. fxlg+h)=(fxg)+(f+h)
a(fxg)=afxg=[fxayg

=
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Dowad.

r—t=y
(Froo = [ O; f(t)g(e — t)dt = ;::OO_; e T
t=—00,y =00
| stnsa-nena - ey
[ gy - @
/:g(y)f(w —y)dy = ®)
| st0ste-tdt= (g i) ()

Twierdzenie 13.3.2. Splot funkcji ciaglych jest ciagly

Dowdd. Niech f,g:R — R beda funkcjami ciggtymi.

Niech xy € R.

Zdefiniujmy (f * g)(z0) = [72, f(t)g(xo — t)dt.

Poniewaz g(xg—t) jest funkcja ciagla, a f(t) takze jest funkcja ciagla, to iloczyn f(t)g(zo—t)
rowniez jest funkcja ciagla.

Zatem catka [ f(t)g(zo — t)dt jest funkcja ciagla. O

Przyktad 13.3.1. Wré6émy do przyktadu:
I<z—-t<l <= z-1<t<z

/@—wﬁzpmﬂmh—Lﬂ (1)

l.z—-1>1 < z>2 ANB =10, splot = zero
2. z < —1,AN B =, splot = zero

3.ze(-1,0),z-1<-1<z<1ANB=[-1,z2
[F(@—t)dt = $(z+1)?

4. z€(0,1),-1<z—-1<z<1l,ANB=[z—1,1]
2 e =yt =}

5. 2€(1,2),-l<zxz—-1<1l<z,ANB=[z—1,1]
[ —tdt =11 (z—1)]

Wynik:
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Lz +1)? dlaze (-1,0)

Ldlaxe(0,1)

(fxg)(z) = ; [1 —(z— 1)2] dla z € (1,2)

0 w pozostatych przypadkach

Transformata Fouriera zamienia splot na iloczyn.

13.4 Kryterium calkowe zbieznosci szeregéw

Twierdzenie 13.4.1. Kryterium catkowe zbieznosci szeregéw.
Niech f : [a,00) — R bedzie funkcja ciagla, nieujemna i malejaca. Wowczas:

oo, f(n) jest zbieiny <= [ f(t)dt jest zbieina

Przyktad 13.4.1. Zbadajmy zbieznosé ZZO 9 ﬁ(x) poprzez: f;o ﬁm Podstawmy y =

1
In(y),dy = <. Mamy: f]n (c0) 1aly = fln 1dy— [In(y )]ln(Z) =00
Mozemy to réwniez pokazac za pomoca, kryterlum kondensacyjnego.

13.5 Calki niewlasciwe drugiego rodzaju

Przykiad 13.5.1. [ L-doe =lim_ o+ [0 4 =lim._o+ [ 2~ 3de =lim,_ o+ (2—26%) =2
T2 T2

. = —241
Przyklad 13.5.2. f » @ +1)2dx = lim._,_;- [°, (I+1)2d:ﬂ = lim._,_;- %\_2 =
lim,_, - 8+11 —-1= O% = 400

Przyktad 13.5.3. f % Ldr = hmg_,o J5, Hdr + lim,_ o+ f Ldr = lim._o- 2|7, +

1
lim, o+ 2|2 = lim,_o- * 1 +lim. o+ £ = +00+ 00 = +00

f(t) > 0, ciagta:
[ fydt =1
13.6 Calki niewlasciwe z punktem niecigglosci

Definicja 13.6.1. Jezeli f(t) nie jest ciagla w punkcie a, ale jest ciagla na [a,a + J] dla
pewnego § > 0, wowczas:

f;-‘roo F@®)dtlima _ o+ fa-‘ré f(®)dt = lim,_ g+ ;_“_"‘65 f(t)dt

Definicja 13.6.2. Jezeli f(t) nie jest ciagla w punkcie a, ale jest ciagta na [a — §,a] dla
pewnego § > 0, woéwczas:

JO f)dtlima o [2 f(8)dt =Tim, o [5 f(t)dt
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13.7 Calki z parametrem

fxipdx:fx Py = “3;_1 +C
[idz=n|z|+C

/ 1 d rozbiezna dla p < 1
Zdy =
1 P zbiezna dla p > 1

Dla p < 1 mamy:

x_p+1 |80 =

o 2P

| d rozbiezna dla p > 1
xr =
zbiezna dla p < 1

Whniosek:
fooo L dz jest rozbiezna dla dowolnego p.

Przyklad 13.7.1. [' . \z|adx =/° L |m1|ad:v+f0 |Il‘adx = Qfo mEde =

Przyklad 13.7.2. j; 1+|x|“dx = f - 1+|w|a dz + fo 1+\$\‘* 2f0

T — 00 : H—% ~ — Natomiast formalnie z kryterium poréwnawczego:
1

Zaer @ S 1

13.8 Funkcja Gamma Eulera
Definicja 13.8.1. Funkcja Gamma Eulera. Dla o > 0

= [t e tat
1. a > 1, mamy "osobliwos$¢"tylko w oo

2. 0 < a < 1, mamy niecigglos¢ w 0

Gamma jest poprawnie zdefiniowana, czyli catka niewtasciwa jest zbiezna.

Rozwazmy a € (0,1):
(a) = [y totetdt + [ 1% e tdt

e~ttoml < palet fol ta=1dt, zbiezna dla a € (0,1)
ta—l < 1@—1 =1
trlemt < et — [ e7tdt zbieina
Rozwazmy a € (1,00):
[t tetdt = [ £ L at

(;t

el th tceil(a)—i—l
>
k' (ceil(a) + 1)!
1 o (ceil(a) + 1)!

g = teeil(a)+1

to=l (ceil(a) + 1)! 1 . 1
et < feeil(a)tl—a 32 < (ceil(a) + 1)!?2

el =
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Zatem na mocy kryterium poréwnawczego floo t%dt jest zbiezna.
Przyklad 13.8.1. I'(1) = [[“e~'dt = (-1)e !|3* = 1

Przyktad 13.8.2. T'(n+1) = [ t"e 'dt =.

g1
n+1

—t¢nt?
n+1

Zobaczmy et — (=1)e™t — f/(t) oraz t" — — ¢'(t). Mamy: e

%HF(n +2).
Rozwiazaniem tej rekurencji jest:

T'(n+1)=nl
1. T(n+2) = (n+ 1)T(n + 1)
2. T(1) =1
3. T(n+1) = nl'(n)
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