Logika i struktury formalne

Rafal Wlodarczyk
INA 1 Sem. 2023

1 Rachunek zdan - logika bez kwantyfikatorow
(pAg) = (rV—q)

1.1 Konstrukcja jezyka rachunku zdan

e Mamy ustalonag rodzine zmiennych zdaniowych.
pP= {p,q,T,S} lub P = {plap27p37 s }

e Mamy ustalona rodzine sp6jnikéow logicznych.
- N\,V, — , <

e Mamy (,) - nawiasy

e Mamy symbole T, | - prawda, falsz

e Konstrukcja jezyka L(P)

1. Zmienne zdaniowe oraz symbole T, L sg zdaniami (jezyka predykatow L(P))

2. Jesli ¢, 9 sa zdaniami, to rowniez napisy —, (p AY), (0 V), (¢ = ¢),(p <= @)
sa zdaniami.

3. Wyrazenie ¢ nazywamy zdaniem jesli w skoriczonej liczbie krokdéw moze by¢ skonstru-
owane za pomoca regul (1) i (2)
Przyktad 1.1.1. Niech P = p, q,r. Przyklady zdan w L(P):
e pig;rs T L
e (pAT),(pVa).(p = T)

e (rn(pVva),((pve)Vip = T))

Przyklad 1.1.2. Rozwazmy nastepujace dzialanie: x = (10 - 8)/(7 - 3). Skapilowane C
zwraca 3.

Definicja 1.1.1. Jesli ¢ jest z L(P), to wtedy ¢ ma parzysta liczbe nawiasow.
Dowdd. Niech X oznacza kolekcje napiséw o parzystej liczbie nawiasow.
1. zmienne zdaniowe - 0 nawiaséw, T, L

2. zalézmy, ze @, sa w X. Wtedy
(P AY),(p = ¥)sawX.



1.2 Zadanie

Naucz si¢ alfabetu greckiego.
SYNTAKTYKA - badanie wyrazen.
SEMANTYKA - badanie wartosci.

1.3 Wartosci logiczne
e Wartosci logiczne: 0,1 - falsz, prawda
e Funktory logiczne: =, A,V, —= , <=

e Tablice prawdy:

XY X | XAY | XVY | X =Y
010 1 0 0 1
011 1 0 1 1
110 0 0 1 0
111 0 1 1 1

Definicja 1.3.1. Waluacja nazywamy dowolne przyporzadowanie 7, ktore zmiennym zda-
miowym przyporzadkowuje wartosci 0, 1.

Przyklad 1.3.1. Rozwazmy nastepujacy przykltad waluacji m:

P= {p07p17p27'“}
7 =1{0,0,0,...}
p=1{0,1,0,1,..}

val(w : waluacja, ¢ : zdanie)
LOGICAL OV 1

Przyktad 1.3.2. Dla ¢ € L(P):

o val(m,p;) = 7(p;)

e val(m, T) =

(P A)) = val(m, ) Aval(m, )

e val(m,—p) = —wal(m, )

e val

(
(
e val(m, L) =
(m
(

Definicja 1.3.2. ¢ jest tautologia, jesli dla dowolnej waluacji # mamy val(m, ¢) = 1.

(= ¢) - Zapis

2  Wyklad drugi

.. tbd



3 Wyklad trzeci

.. tbd

4 Wyklad czwarty

4.1 Wtlasnosci implikacji

E((p = ¢9)N(g = r)) = (p = r) - przechodniosé¢ implikacji
Wezmy dowolna waluacje 7 oraz zalozmy, ze val(r, ) = 0, wtedy:

val(m, (p = A (g = 1) = (p = 1)) =1
val(m,p = r)=0

Wtedy:

o w(p)=1,7(r)=0

e val(m,p = ¢q) =1 oraz val(m,q = r) =1
o m(g) =1
° 7r(7") =1

Otrzymalismy sprzeczno$é, zatem tautologia zachodzi.

Wtlasnosci
1L.E{ = p2) A2 = p3)A(p3 = p1) = (p1 = pa)
2. = (

3. FE(p = N (g = p) <= (p <= q)), czyli
(p = )N (g = p)=(p <= q))

4.2 Rozumowania matematyczne

1. Rozumowania wprost.
P. Jezeli a,b € Z sa parzyste to a + b jest parzyste.
D-d. Zal6zmy, ze a = 2k A b = 2l dla pewnych k,l € Z
a+b=2k+2l=2-(k+1), wiec a + b jest parzyste, bo k+1€Z O

2. Rozumowania nie wprost. (p = ¢q) < (—¢ = -p)

P. Jesli T;y >a,tox>aVy>a

D—d.%w}a = x>aVy=a
Mamy ~(z > aVy>a)=(z<aAy<a)
r<aNy<a

t+y<2a=t <a=—(EL >a) O




(Korzystajac z wlasnosci —(x > a) = (z < a)).

P. Pracujemy w R. Jesli z € RT,a,b € Rt oraz a-b==x
toa < VTVb< 3

D-d. ~(a < VzVb< V7)) =(a> /T Ab>\/T)
a-b>\r-Jr==zx

a-b#£x O

P. Jesli liczba p € N nie jest pierwsza, to istnieje d < |/p, taka ze d|p.

3. Rozumowanie przez rozwazenie przypadkow. = (p = ¢) A (-p = ¢q¢) = q)
P. Dla dowolnych liczb rzeczywistych zachodzi |z + y| < |z| + |y| (= ¢q)

(@) p="2+y>0" = |v+yl=2+y<|z[+ |y
(b) p="r+y<0" = |z+yl=—v—y=|—2[+] -yl <|z]+]y|

Zachodza wszystkie przypadki zatem teza jest prawdziwa. O

4.3 Rozwazania cykliczne

Twierdzenie 4.3.1. Nastepujace zdania z1, 29, 23, 24, 25 Sa réwnowazne:

F(p1 = p2)Ap2 = p3)A(p3 = p1) = (p1 <= p2)A(p2 <= p3)A\(p3 <= p1)
Narysuj koteczko strzatek z (p1,...,ps)...

Narysuj koteczko strzatek z (pq,...,p4)...

Korzystamy nastepnie z przechodniosci implikacji.

Oszczednosé n - implikacji, zamiast "(TLT_l) implikacji.

4.4 Pojecie dedukcji

CEL. "Ze zdan ¢, ..., p, moge wywnioskowaé 1)
P. Ze zdaii p,p = ¢,q = r moge wywnioskowaé r

Definicja 4.4.1. Niech ¢y, ..., ¢, beda zdaniami R.Z.

{901779011}':1;[}

Jesli dla dowolnej waluacji m, ze:
val(m, 1) = ... = val(mw, p,) =1
Mamy réwniez:

val(m, ) =1

Przyktady P. Rozwazmy nastepujacy przyktad:

{p} Ep

{rt EpVy

Wezmy waluacje 7 taka, ze val(m,p) = w(p) = 1, wtedy:
val(m,p V q) = val(w, p) Vval(m,q) =1V wval(r,q) =1



P.{png}tEp
Bierzemy 7 taka, ze val(m,p A q) = 1, wtedy:
1 =wal(m, p) Aval(r, q), wiec val(m,p) =1

Twierdzenie 4.4.1. {p1,...,0,} E ¥, czyli = (A]_,p;) = ¢
D-d. Zalézmy, ze {¢1,...,on} E ¥. Wezmy dowolng waluacje m

1. val(m, (A}_1¢i)) = 0, wtedy:
val(m, (Ney i = ) = val(m, (N2y9i)) = val(m, ) =0 = wal(m,¢) =1

2. Zalozmy, ze val(m, (A ;) = 1, wtedy:

val(m, 1) = ... = val(m, p,) = 1, ale:
{e1,-- on} 1, wige val(m, ) =1

2 do 1 Zaltozmy, ze (A} i) = ¢

Rozwazmy dowolna 7 taka, ze val(m, 1) = ... = val(m, @,) =1
Wtedy (AL ¢:) =1

Ale 1 = val(A_ i) = ¢) = val(m, A\ ;) = val(m, )
Zatem val(m,¢) =1 O

Semantyczna dedukcja

Definicja 4.4.2. {¢1,...,¢n} jest sprzeczny jak:
{901’"'79077,} ): 4

Wnhioski:
P Ap,w}E LEEE(pA» = 1))
W. {¢1,...,¢n} - sprzeczny. Wtedy dla dowolnego zdania ) mamy:
{9017"'7SDTL} ):QZ}

Uwaga Zalozmy, ze {p1,...,0n} E
Wtedy dla dowolnego 1 nastepujace wzory sa réwnowazne:

'{5017~~'790n}':w
: {3017"'7507“0‘}):71}
3. (1) = (2) - trywialne

[N

4.(2) = (1)

Przyktad 4.4.1. Regula rezolucji:
{YVa,~V G} E aV P rownowaznie: W
D-d: Zalézmy waluacje 7 taka, ze val(m,p V o) = val(m, @V ) =1

1. val(mw,p) = 1, wtedy:
1 =wal(m,—~¢ V B) = val(m, =) Vval(m, 5) = 0V val(m, §) = val(w, B)

2. val(m,p) = 0, wtedy:
1 =wal(m, ¢V a) =val(r,p) Voa(r,a) =0V val(r,a) = val(m, )
val(av @) =1 0O



Przyklad 4.4.2. Dowodzenie za pomocg metody rezolucji:
{p = ¢9g = rnr = s}Ep = s
Przeksztal¢my zdania {(-=p V q), (g V r), (-7 V s)}

1. -pVqg,~qVr = —pVr

2. .pVr,rVs = —pVs=p = s



