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1 Wyktad I

1.1 Iloczyn skalarny

Definicja 1.1.1. Przestrzen R" jest zbiorem wszystkich n-wymiarowych wektoréow o rze-
czywistych wspotrzednych.

R" = {(z1,22,...,2y) |x; eRdlai=1,2,...,n}
Kazdy wektor w R™ mozna zapisa¢ jako uporzadkowany zbiér n rzeczywistych liczb, gdzie:
x=(T1,T2,...,Tpn)
jest elementem przestrzeni R”, a x; sa jego wspolrzednymi.

Definicja 1.1.2. Dla z,y € R™ definiujemy iloczyn skalarny jako:

n
<.’E, y> = Z TilYis
i=1



gdzie © = (x1,22,...,2,) 1y = (Y1,%2,...,Yn). Dla dowolnego skalaru a € R, mnozenie
skalarne wektora x przez a jest zdefiniowane jako:

ax = (ax1,aza,...,aT,).

Norma (dtugosé) wektora x jest dana wzorem:

Tloczyn skalarny spelnia nastepujace wlasnosci (2. dla dowolnego a € R):

1. Przemienno$é: (x,y) = (y, ).

2. Dysocjatywnos$¢ wzgledem mnozenia przez skalar: (az,y) = (z,ay) = a{z,y)

3. Rozdzielnosé wzgledem dodawania wektorow: (z + y, 2) = (z, z) + (y, 2).
Przyklad 1.1.1. Stworzmy kilka prostych przestzeni:

e R: Przestrzen jednowymiarowa, zwana takze osig liczbowa. Kazdy punkt x € R jest
liczbg rzeczywista. Diugosé (modut) liczby rzeczywistej = jest dana wzorem:

|z = |a
gdzie x; to wspolrzedna punktu na osi liczbowej.

e R2: Przestrzen dwuwymiarowa, znana jako plaszczyzna kartezjaiska. Kazdy punkt
r € R? jest para liczb rzeczywistych. Dtugosé (norma) wektora z = (z1,72) W tej

przestrzeni jest dana wzorem:
x| = \/a% + 23

gdzie x1 1 29 to wspoélrzedne punktu na plaszczyznie.

Twierdzenie 1.1.1. Niech z,y € R". Wowczas:

(@, o) < =]l - Iyl

D-d. z = (z1,22,- .-, Tn), ¥y = (Y1,Y2, - -, Yn). Z definicji iloczynu skalarnego:

[{z, y)| =

n
§ Z;Yi
i=1

n n
2 2
i=1 i=1

Otrzymalismy nier6wnos¢ Cauchy’ego-Schwarza, a zatem dowod.
Whniosek. Nieréwnosé Trojkata x,y € R™.
|z 4yl < ||+ [yl

Dowod. |z +y* = (x+y,z+y) = (z,x+y) + Y,z +y) = (x,2) + (z,y) +
= |z + [y|* + 2(z,y) < [z]Ply]* + 2Jzlly] = (lz] + y])* = |z + 9> < (=
|z +y| < |=| + |y|

s
=
J



1.2 Kat miedzy wektorami
Niech 77,75 € R%, 71 = (211, 712), T2 = (T21, T22).
O3

cos(T1,73) = L0
12 e

1.3 Metryka

Rozwazmy funkcje:
dp :R"xR®" - R

d, jest metryka w R”™ jesli spelnia nastepujace aksjomaty:
1. dn(gc, y) >0
dn(,y)
dn(z,y) = dn(y, )
dn(2,2) < dn(z,y) +
Przyktad 1.3.1. d,,(z,y) = |z —y|. Dlan =2:
(x

=0 <<= =y

dn(y, z) — nierownosé trojkata

da(x,y) = |z —y| = /(21 — 41)* + (22 — 12)?

1.4 Przestrzen metryczna

Definicja 1.4.1. Przestrzenia metryczng nazywamy dowolny zbidr X, pewna funkcje X x
X — R, ktora spelnia nastepujace aksjomaty:

1. d(z,y) 20

2. d(z,y) =0 < z=y

3. d(z,y) =d(y,z) dlaz,y € X

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) dla kazdych z,y,z € X
Funkcje d nazywamy metryka, a wartosé d(z,y) odlegloscia punktow.
Uwaga. Aksjomat 1 wynika z pozostalych aksjomatow.

d(z,y) = (d(x y) +d(y,z)) > %d(m,x) =0, zatem d(z,y) > 0

Twierdzenie 1.4.1. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna oraz x1,zs,..., o, € X.
Wowczas:

n—1
d(z1,x,) < Z d(zj,zj41), n=>2
j=1
Dla n = 2:
d(z1,x9) < d(x1,x2) - oczywiste
Dla n = 3:

d(z1,23) < d(x1,22) + d(x9,23) - nieré6wnosé trojkata
Krok indukcyjny:
d(x1, Tng1) < d(w1,22) + d(w2,23) + - 4+ d(2Tn, Tnir)
d(l‘l, :En—&-l) < d(xlv In)+d(zna xn+1) Sind d(d?l, x2)+d(x2, $3)+' : ~—|—d(l‘n_1, xn)"'d(xna mn-&-l) O



1.5 Przestrzen metryczna dyskretna

Niech X bedzie dowolnym zbiorem, a metryka d jest okreslona wzorem:

d(z,y) = 0 dlaz =y,
W= 1 dlax#y.

Przestrzen (X, d) jest przestrzeniag metryczng poniewaz spelnia jej aksjomaty:

1. Dla wszystkich z,y € X, d(x,y) > 0:

- Jesli x =y, to d(z,y) =0 > 0.
- Jesli x # y, to d(z,y) =1 > 0.

Zatem w obu przypadkach d(z,y) > 0.

2. d(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = y:
Jesli d(z,y) = 0, to z definicji wiemy, ze z = y.

Z drugiej strony, jesli z = y, to metryka moze mie¢ tylko jedna wartosé¢ d(z,y) = 0.

3. Symetria: d(z,y) = d(y, z):

Poniewaz metryka dyskretna przyjmuje wartosci 0 lub 1, to zaréwno d(z,y) jak i
d(y,x) sa réwne:

- Jesli x = y, to d(z,y) = 0 oraz d(y,z) = 0.

- Jesli x # y, to d(z,y) = 1 oraz d(y,z) =1

Zatem w obu przypadkach d(z,y) = d(y, x).
4. Nier6wnos¢ trojkata: d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) dla wszystkich z,y, z € X:

Rozwazmy dowolne x,y,z € X.
- Jesli x = z, to d(z,2) =0, a d(z,y)+d(y, z) > 0. Nieréwnosé trojkata jest spelniona.

- Jesli x # z, to istnieja dwa przypadki:

e Jesliz =y lub y =z, ale z # z, to d(x,y) = 0 lub d(y, z) = 0, ale d(z, z) = 1.
Wtedy d(z,y) +d(y,2) =0+1=1>1=d(x, 2).

o Jedliz £yiy+# 2z tod(x,y) =11d(y,z) =1. Wtedy d(z,y)+d(y,z) =1+1=
2> 1=d(z,2).

W kazdym przypadku nieréwno$é tréjkata jest zachowana, co koriczy dowod.

1.6 Metryka Euklidesowa
Metryka Euklidesowa d,, : R™ x R™ — R jest okreslona przez:

i=1

gdzie z = (71, %2,...,7,) oraz y = (Y1,Y2, -+, Yn)-



1.7 Przestrzen Hilberta

Niech z = (x1,x2,...,2,) oraz y = (y1,Y2,- - -, Yn) beda wektorami w przestrzeni Hilberta,

gdzie:
o0 o0
2 2
E xr; < 00, E y; < 00.
i=1 i=1

Przyktady wektorow:

~

111 1 =1
S - U BN - < R
v (1 2’3 ) ;ﬂ >

co oznacza, ze x nalezy do przestrzeni Hilberta.
Natomiast wektor

spelia warunek

co oznacza, ze y nie nalezy do przestrzeni Hilberta.

1.8 Metryka Manhattan

Metryka Manhattan miedzy dwoma punktami (z1,2) i (y1,y2) W przestrzeni R? jest okre-
$lona jako:
d((z1,72), (y1,92)) = o1 — y1| + |22 — w2l

Metryka ta mierzy sume bezwzglednych réznic wspédlrzednych miedzy punktami. Swoja
nazwe zawdziecza podobieristwu do liczenia odlegtosci w miastach, gdzie trzeba poruszaé sie
wzdtuz prostopadtych ulic i alei.

2 Wyklad II

2.1 Kula otwarta
Definicja 2.1.1. Kula otwarta w przestrzeni metrycznej Y:
K(yo,m) ={y €Y [d(y,y0) <r}
gdzie:
e o - $rodek kuli,
e r - promieri kuli,
e d - funkcja metryczna okreslajaca odlegto$é miedzy punktami w przestrzeni Y.

Przyktad 2.1.1. Rozwazmy nastepujacy przyktad:
K((z0,0),r) to zbiér punktéw (z,y) w przestrzeni R?, dla ktorych zachodzi warunek:

V(@ —20)2+(y—w)2 <




(%0,%0)

Definicja 2.1.2. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Zbior U C X jest otwarty,
jesli dla kazdego x € U istnieje € > 0 takie, ze

K(z,e)={ye X |d(y,z) <e} CU.
gdzie K (z,¢) oznacza kule otwarta o srodku w punkcie i promieniu £ > 0
Przyktad 2.1.2. Przyktady:

(a,b) - jest otwarty
[a,b) - nie jest otwarty

Definicja 2.1.3. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna.
Zbior D C X jest zbiorem domknietym <= X — D jest otwarty.
Przyklad: [a,b] CR = R — [a,b] = (—00,a) U (b, 00) - zbior otwarty.
Definicja 2.1.4. Niech (X,d;) i (Y,d2) beda przestrzeniami metrycznymi, a F': X — Y
bedzie funkcja. Granica funkcji F(z) oznaczymy:
lim F(z) =b.

r—a

gdzieace XibeY.
Warunki (1), (2) sa rownowazne:

1. lim,,, F(z) =0

2. dla dowolnego ciagu (5 )n>0 punktow przestrzeni metrycznej X (z,, # a)
jesli lim,,—., x, = a w metryce d; to lim,,_, F(z,) =0
lim F(z) =b <= (Ve > 0)(35 > 0)(Vz € X)(0 < dy(z,a) <) = da2(F(z),b) <¢

r—a
Uwaga. Analogicznie dla granicy ciagow:

lim 2, =a < (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng) di(xn,a) <e

n—oo

Przyklad 2.1.3. z, e Rjae X
dy(zn,a) €R
lim, oo T, = a <= lim,_ o di(2n,a) = 0 w metryce d

Przykiad 2.1.4. (a,,b,,c,) € R?

limy, o0 (@, bp,s cn) = (91, 92, g3) W metryce Eulidesowej R3 <=

lim, o an = g1 A lim, o0 by = ga A\ lim, . cp = gs

Idea:

V(an =912+ (bn — 92)% + (cn — 93)> = 0 <= an — g1 Aby — ga Acn — g3
Dla R* podane wlansosci zachodza analogicznie.

Definicja 2.1.5. Ciaglosé funkcji. Niech (X, d1), (Y, d2) beda przestrzeniami metrycznymi,
oraz niech F': X — Y. Funkcja F jest ciagla w punkcie a € X jesli zachodzi:

lim F(z) = F(a)

r—a

Innymi stowy, jesli x,, — a w metryce dy, to F(z,) — F(a) w metryce ds.



Przyklad 2.1.5. Jak pokazaé, ze funkcja nie jest ciagla. Wezmy funkcje f : R2 — R.

N

s dia(2,y) #(0,0)
flz,y) = {Q ! dla (z,y) = (0,0)

Pokazmy, ze f nie jest ciagta w (0,0). Rozwazmy ciag (., yn) = (%, %) — (0,0). Obliczmy

granice limy, oo f(Zn, Yn):

~
7~ N
S
SR
N—
I
—
S|=
~—
0I5 [
+
— 3=
|
~—
N
|
S
I
| =

Zatem lim, o0 f(Zn,yn) = %, co nie jest réwne 0. Stad funkcja f nie jest ciagla w punkcie
(0,0).

Przyklad 2.1.6. Rozwazmy funkcje f : R? — R? okreslong przez
fla,y,2) = (2% 2)
Zbadajmy ciag a = (xo, Yo, 20), gdzie
f(@o, 90, 20) = (5,95 - 20)
Niech (2, Yn, 2n) — (20, Yo, 20). Oznacza to, ze x,, — xo, Yn — Yo OraZ 2, — 20.

lim f(xTMyna Z'VL) = (xg) yg : ZO)
(TnsYn,2n)—(20,Y0,20)

Przyklad 2.1.7.

ay? 2,4
fay) = Fom ez Y 20
f jest ciagta w (0,0) (at, 5t) — (0,0)
2.3

flat, Bt) = ooobem =

2
it — & =0=f(0,0)
1imt—>0 f(t27 t) = hmt_)o ﬁ = %
f nie jest ciggla 0 = f(0,0) # 3, czyli nie tylko liniowa ale tez dowolna

Kolejny przyktad obalajacy dla zdef. funkcji (n—lz, %) — (0,0), ale juz
fGe+5) =—3# /0,0

Przyklad 2.1.8. f:RXxR =R f(z,y) =x+vy
g:RXxR—>Rg(z,y) =ay

(TnsYn) = (T0,Y0) == (Tn — To AYn — Yo)
hmn—>oo f(xna yn) = hmn—)oo(xn + yn) =g+ Yo = f(l‘(), yO)
lim,, oo Q(In, yn) = hmn—wo(zna yn) = ToYo = 9(9307 yO)



Przyklad 2.1.9. lim,_o(limy—o f(z,y)) =
lim,, o (lim, %) =lim,;0(0) = 0 limy_o(limgy—o f(z,y)) =
limyao(hmxﬁo
Nie istnieje
(@, ) = (5, ) (0,0)
( nvyn) (_7 ;)/ (030)
1/nl/7
f(@h,yn) = W =1/2
Flam ) = wrmitme = ~1/2
Ergo rozbiezny - granica podwdjna nie istnieje.

2.2 Granica podwdjna

Deﬁnicja 2.2.1. lim(%y)ﬁ(mmyo)f(m’y)

2.3 Granice iterowane

Definicja 2.3.1. lim,_.,(lim, ., f(z,y))
1irny—wo (hmw—wn f(mv y))

2.4 Roézniczkowanie

T R=R: fl(x) =a < limy_ 7f(z+hf);f(x) =a

limy,_. M a=0
lim;, . f($+h) s f(z)—ah _ 0
limy, o ’—f(gﬁh) hf(x)fah =0
limy, .o \f(x+h)|*h{(m)*ah| =0

L:R—R,L(h) = ah,h € R
L(h1 + hg) = L(hl) + L(hg)
L(ch) = c¢- L(h) (L jest odwzorowaniem liniowym)

Definicja 2.4.1. (Pochodna funkeji) n,m € N— {0}, f: R" — R", 2 € R"
Moéwimy ze funkcja f jest roézniczkowalna w punkcie x

jesli istnieje odwzorowaniem liniowe f’(z) : R — R™

takie ze h € R"0,, = (0,0,...,0)

limy, 0 \\f<w+h>ffH(}fl>|ff’(z)<h>|| ~ 0g

3  Wyklad III

3.1 Pochodne czastkowe
Definicja 3.1.1. f:R? =R



m f(xo +h,y0) — f(x0,v0)

of

Oz (w0, y0) = fP—»o h

af T f($05y0+h)_f(‘r07y0)
87;(&60,?/0) = }ILILI}) .

Przyklad 3.1.1. Policzmy nastepujaca pochodne czastkowe dla funkcji:
flay)=z-y* f:R* >R

5 () =y

3y (@y?) = 22y

Definicja 3.1.2. f:R" — R™,x € R" jest rozniczkowalna w x jesli istnieje odwzorowanie
liniowe: f’(z) : R™ — R™ taka, ze:

o J@ ) = (@)~ F @R

=0
h—0 |h|

Twierdzenie 3.1.1. Zakladamy, ze f : R™ — R™ jest rozniczkowalna. Niech: f = (f1, fo, ..., fm), fi :

R"—R,i=1,2,...,m: a;; = g—g(x),j =1,2,...,n. Woéwczas macierz pochodnej wynosi:
a1,1 ai,2 . a1,n
_ | az21 azo ... az n
Mf/(m) —
Am,1 am,2 PN Am,n

Uwaga. Istnienie wszystkich pochodnych czastkowych nie wystarcza aby funkcja byta
rézniczkowalna. )
r Y. dlaz?+y2>0

fay) = {S (Jlrlya (z,y) = (0,0)

Cel. pokazmy ze f nie jest rozniczkowalna w (0, 0)
g, (0.0) = limy o HODIO0) — Yimy, o 9 =0
5L(0,0)=0

Kandydat na pochodna:

0 0
Myi0,0) = [32(070)7 a5(0,0)]

Warunek rozniczkowania: h = (hy, ha)

.m) - 0.0) = 0.0] ]
lim
(hlth)A’(Ovo) \/ h/% + h%

Thal

. h2h . 1

(77) lim hihel - Jim —
.- h1,h2)—(0,0 3 n— 00 3
(h1,h2)—(0,0) (h2+h2)3 ((2)22)3




Twierdzenie 3.1.2. Tw. f: R" — R™, x € R". Zakladamy, ze pochodne czastkowe: ggﬂ (z)

istnieja w otoczeniu punktu x i sa ciagle w punkcie z. Wtedy f jest rézniczkowalna w punkcie
T.

Przyklad 3.1.2. f:R" =R f(z) = (z,2)
x:(x17x27c..,xn)
f(x):$%+x%+...+$%
%:2$15%:2$2,...
My (zy = 221,222, ... ,22,] = 20
My (h) = 2(x, h)

Przyklad 8.1.3. Z definicji /T Mo ®] _ o) _ i
Jednak algebraicznie f(x+h) — f(x) — M5y (h) = (x +h,x +h) — (x,x) — 2(x, h) = (h, h)
Przyklad 3.1.4. f:R — R? f(t) = (sin(t), cos(t))
sin(t) cos(t)
S

cos(t)’ —sin(t)

Definicja 3.1.3. Pochodne kierunkowe: f : R® — R. Pochodna kierunkowa funkcji f w
punkcie xy w kierunku wektora @ nazywamy granice:

f(zo +at) — f(xo)
t

(Daf) ) = limy

o(t) = f(zo + at)
¢'(0) = limy,_g M = limy_o M = (Do f) (o)

Przyklad 3.1.5. f(z,y) = sin(x) -y

.CCO:(0,0)
a= (2,2
f gt’g _f(070) sin —2) \/5
Daf(0,0) = Jim ( t) = fim (f =3

Twierdzenie 3.1.3. Jezeli f jest rozniczkowalna w punkcie xg oraz a € R — {0}, to:

(Daf)(ﬂco) = fl(%)aT

Fan) = | #2503
fleoa= 2htm)ar+ -+ 2 (wo)a

Definicja 3.1.4. Gradient funkcji f : R” — R w punkcie 2o € R™:
0 0 0
Voo = (o) g ) o (o))

il ’ 81‘2 ’ 3xn

(Daf)(x0) = <v3cofa a)

11



Przyklad 3.1.6. Policzmy gradient dla: f(z,y) = 2% + y°.
V(xo,90)f(z,y) = (220, 2y0)

Vi(z,y) = (22,2y)

D-d. Zakladamy, ze f jest rézniczkowalna w xg.

0= lim |f(x+h) — f(xo) — ['(w0)h] _

h—0 |h|
o L[ J@o ) = flwo) - f(wo)t(ta) |
h—0 |a| t o
1 | flzo+ta) — f(zo)
= %g% m P — f'(wo)(a)

3.2 Gradient
fR* =R

VaoS = () o (ao))

3.3 Wilasnosci gradientu
Niech o € R

L Vg, (af) = aVa,(f)

2. Vo (f+9) = Vao(f) + Vao(g)
Whiosek liniowosé (dla a, 3 € R):

3.4 Gradient iloczynu
V:Jvo (f ’ g) = va:o(f) : g(xo) + f(xO)V$0 (g)

D-d. z liniowosci gradientu.

Twierdzenie 3.4.1. Zakladamy, ze f : R™ — R"™ jest rézniczkowalna w = € R™. Wowczas
f jest ciagla w = € R".

D-d. (metryka w R"™)

[f(z+h) = f(2)| =
=[f(z+h) = f(z) = f(@)h+ f(x)h]
< |f@+h) = f(@) = (@)l + [ (2)h] =
)

— e = = LRy o

12



3.5 Minimum lokalne wlasciwe

Definicja 3.5.1. f : R" — R,a € R". Mowimy, ze f ma w punkcie ¢ minimum lokalne
(wlasciwe) jesli istnieje r > 0:

(Vz € K(a,r) —{a}) f(a) <(<) f(2)
Gdzie K(a,r) - kula towarta o srodku w @ i promieniu 7.

Twierdzenie 3.5.1. (Warunek konieczny) f : R™ — R,a € R"™. Jezeli f ma w punkcie a
ekstremum lokalne to:
Vo f =(0,0,...,0)

Inaczej: g—i(a) == %(a) =0
Przyktad 3.5.1. Rozwazmy nastepujace przyklady:

1. f(x,y) = x* — y® - sprawdzmy warunek konieczny
ﬂ:m:o,%:zy:o

(0,0) - punkt podejrzany

F(L0) =5 >0 £(0,1) =% <0

Nie istnieje taka K((0,0),7), ze f ma w tej kuli staly znak.
2. fla)=2% f(3) =5 F(=3) -+

3. f(wvyvz) = —$2 - (y_ 1)2 - (Z+ 1)2
Sprawdzmy warunek: Vf = (—2z,—2(y — 1), -2(z + 1)) = (0,0, 0)
Zobaczmy f(0,1,—-1) =0
fla,b+1,¢—1)— f(0,1,-1) = —a? —b? — c? = —(a® + b?> +¢?) < 0 maksimum lokalne
fla,b+1,¢c—1) < f(0,1,—1) (liczby szescianu opisane na kuli)

Definicja 3.5.2. Niech f(z,y) : R?> — R 2,y € R. Zakladamy, ze % = fu(z,9)

oraz %ﬁ:’y) = fy(z,y). Wtedy pochodne czastkowe pochodnych f,(z,y), fy(x, y) nazywamy
pochodnymi czastkowymi drugiego rzedu:

9 9
L 5k =5 (%) = fea(@,y)

92 o (0
4. 6ygz = oy (3%) = fya(2,y)

Twierdzenie 3.5.2. Jezeli pochodne czastkowe istnieja w pewnym obszarze i obie sa, w
pewnym punkcie ciagte, to w tym punkcie sa réwne

13



orta f
OxPOyd

63
ey f(@y) = 2Py

o (z°2y) = 3272y

d
%(3x22y) = 622y

D [.’1,‘3 % (2,2), (v, 1)} (wolframalpha)

3.6 Rozniczkowanie zlozenia funkcji

Twierdzenie 3.6.1. f:R" — R™ g:R™ — R¥ ¢ € R",b = f(a) € R™. Zakladamy, ze f
jest rozniczkowalna w punkcie a oraz g jest rézniczkowalna w punkcie b. Wtedy g o f jest
rézniczkowalna w punkcie a i zachodzi wzor:

(go f)(a) =g (f(a)) o f'(a)
Ztozenie odwzorowarii liniowych - mnozenie macierzy.

Przyklad 3.6.1. U:R - R3, f:R* = R,g=fou:R—R
u(t) = (ur(t), ug(t), us(t))
g(t) = (f o u)(t) = flua(t), uz(t), us(t))

Zobaczmy:
uy(t)
_ _ (of of of
My = |us(t) Mff(b)—(a*mvaTzvaTg)T,b
uy(t) .

Wykonajmy mnozenie macierzy:

0f duy | 0f dus | Of duy

Mey - My = ——— —
OO T g dt T dwy dt T Oxy dt
FAKT. Uogo6lniona regula taricuchowa. (z; = u;(t))

8.”L’i dt

d n
o (w0, ua(t). . () = >

i=1
Przyklad 3.6.2. Niech u(t) = (t2—t,2t,4t), f(z,y, 2) = 2y+z,9 = fou,g(t) = (t*—t)2t+4t

g(t) = (2 —1)2t + (1 — t)(2t)' + (4t) = (2t — 1)(2t) + 2(t* — t) +4 =
=412 -2+ 22 -2 +4 =06t -4t +4

14



Zobaczmy z reguty tancuchowej:

g(t) = (f ou)(t)
Sy 2 du | Of duy  Of duy
(91‘1 dt 81’2 dt 6I3 dt
Yy (2t —1) 420 +1-4=2t(2t — 1) +2(t> —t) +4 =4t — 2t +2t* — 2 + 4 =6t — 4t +4

W zastosowaniu algorytmu back propagation.

4 Wyktad IV
f(x) = /22 + exp(a?) + cos(x? + exp(z?))
% ... mozna policzy¢ Graf, jakby liczyt komputer:
(z) = ()? —a—+ (1)
a—>exp()—>b—>—|——>c—>\[—>d—>+—>f (2)
c—cos()—e— + (3)

Rozpiszmy a = 22,b = exp(a),c = a + b,d = \/c,e = cos(c), f =d + e

a c c e . 9 9
% = 2z, % = exp(a), % 1 %, % = 2\1%, % = —sin(c), a—g = 18—{:,
of _of e
ob  dc  Ob

of 0fod Of e
¢~ 0doc ' dede
of 0fob Of dc
90~ 9bda  ocda

Przyklad 4.0.1. Problem. f : R® — R przyzwoita - rézniczkowalna co najmniej 2 razy,
jakie jest maksimum lokalne.

1. n =1 analiza 1.
2. n=2
3. n>2

Twierdzenie 4.0.1. Niech f(z,y) ma w otoczeniu punktu (zg,yo) pierwsze i drugie po-
chodne czastkowe ciagle oraz f,(xo,yo) = fy(zo,y0). Wtedy:

fm(on» yO) fmy(mm yO)

W(zo,y0) = Ty (20, Y0) fyy(z0,y0)

Z Ci@gloéd fxy(x07y0) = fy;c(an yO)
1. Jesdli W(xo,90) > 01 fez(zo,y0) > 0, to f ma w punkcie (xg, o) minimum lokalne

2. Jesli W (zo,y0) > 01 foz(2o,y0) <0, to f ma w punkcie (z,yo) maksimum lokalne
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3. Jesli W(zo,yo) < 0 to f nie ma ekstremum lokalnego w (z¢, yo)

4. Jesli W(zo,yo) = 0 kryterium nie dziata

5. (?7) W(zo,y0) > 0, foz(zo,y0) =0, —ffy(xo,yo) < 0, sprzecznosé (z det macierzy)
Jak to liczy¢é w wolframalpha

1. solve(grad(f(x,y), x,y)=0, (x,y)), (Hessian)

2. det(...)

Przyklad 4.0.2. Rozwazmy przyktad

fla,y) = (22 +y*)e”
Policzmy najpierw pierwsze pochodne czastkowe:
fola,y) = 2¢"(22 +y?)e”

fy(z,y) = 2ye”
Rozwiazmy powyzsze rownianie:
y=0,z=-1

Punkt podejrzany o ekstremum P = (—1,0)
Policzmy drugie pochodne czastkowe:

fox =€ (4422 + yz)

fyy = 2€°
facy = fyw = dex

Zobaczmy: X
Joa(—1,0) = 2e”

fyy(=1,0) = 2¢7!
fay(=1,0) = fyz(=1,0) =0
Policzmy wyznacznik z powyzszego twierdzenia:
W(=1,0) = 4€* >0, fou > 0
Wobec tego finalnie f ma w punkcie (—1,0) minimum lokalne.
Przyktad 4.0.3. Zobaczmy nastepny przyktad:
fla,y) =a® +y°
Policzmy nastepujace pochodne czastkowe:
fola,y) = 32%, fy(2,9) = 39, foy = 0, foa(z,y) = 6, fyy (x,y) = 6y

Wyznacznik macierzy:
det(W(0,0)) = 0

Kryterium nie dziala. Nic nam nie powie.
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FAKT. Wzor Taylora. Analizal: f: R —R

1 ! 1 ! 1 " n
f(b+x):f(b)+ﬂf(b)m+§f(b)x2+~~'+af( )(b)az™ + Ry,

1

( — 1)'f(n+1)(b + Q:E) _ x(n+1)
n .

R, =

dla pewnego 0 € (0,1)

FAKT. Uogblnienie wzoru Taylora : R® — R
a= (al,ag,...,an) € R"
x = (x1,22,...,2,) ER"”

pt) = fla+tx) = flag + txy,as + txo, ..., an + txy,)

Dla funkcji ¢(t) stosujemy wzor Tayloraz b=01ix = t:
1 / 1 " 2 1 (n) n
(1) = (0) + 0/ (0)t + 5" (0)7 + - + ™ (0)" + R

R, = e+ o

(n+1)!

Zapiszmy (0):
@(O) = f(a‘lv az, ... 7a"rb)

o' (t) (a1 + twy,as + txo, ..., an +tz,) =

= aa—xfl(a1+tas1, .. ,an+txn)+§—£2(a1+tx1, cey Q)+ ~+%(a1+m1, oy apttay)
of of
/
1) = = o =L
vt axlzlJr +8xnm
Wprowadzmy c(t) = %(al +tx1, ..., an +tay,). Zachodzi:
’f o, >*f O’ f

x2x1+...+

I\
c(t) = 0x10x1 S 0x2071 0x, 011 Indl

Zatem patrzac na ¢ (t):
o (t) = Sy ﬁxw
_E E ST
=1 i1 8x]8xl

Oznaczenie:

6331

o o0 \_ o 9 0 0 0 9
81'1 ! 81’2 2 _a$1 18:1:1 ! 31'1 1(91'2 2 8%2 28%1 !

o2, o2 02 02 02

0z oy oz,

= + +
0x10x1 1 0x10x2 Tt 0x2011 T2t 0x10x2 T1%2 + 022022
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4.1 Ogoblny wzoér Taylora

FAKT. Wzor Taylora. f: R" - R,z = (21,%2,...,%n),a = (a1,02,...,0y)
Zdefiniujmy D, = {a%xl T %wn}

fla+2) = (@) + Da(f(a)) + 5 DA(F(@) + 4~ DX(F(a)) + Ry

1
n — Dr ntl 0
R = i (Do)" (a4 0)
Przyklad 4.1.1. Wezmy sobie taka f : R? — R, f(x,12) = 22 + 23
Wyznaczmy Dy (f(a1,az2)):

D.(f(a1,az2)) = <£1I1 + 832932) flay,a2) =

0
= —fla1,a2)x1 + 5—f(a1,a2)x2 = 20121 + 20222

8%1 8.1?2
) 92 2 2 2
Dz 9 = a3 a_ ) ) ) ) =
(Dz)*(f(a1,az2)) 02001 flaa az)w1x1+axla$2 flaa az)w1m2+ax28zl flaa az)wzxﬁamazz f(ay, a2)waws
2x1x1 + 0129 4+ Ox021 + 1200 = 2x% + 2x§
(a1 —+ 1‘1)2 —+ (CLQ + 1‘2)2 = a% + CL% —+ 2@1171 —+ 2&21’2 —+ 2!17% —+ 2213%
5 Wyklad V
f R — R ekstrema lokalne Wezmy f : R™ — R, n > 2 - cel. ekstrema lokalne
5.1 Forma Kwadratowa
Z Z AikYiYk
k=1i=1
zmiennych y1,ya, .. ., Y, jest okreslona dodatnio (ujemnie) jezeli przybiera wartosci dodat-

nie (ujemne) dla wszystkich y1,y2,...,y, # 0.

Przyktad:
n = 3 (dziel 2, bo liczymy dwa razy)

6y; + 5y5 + 14y3 + 4y1y2 + 8y1ys — 223
® a11 =06,a90 = bH,a33 =14
o a12:a21:%:2
e a3 =uaz =3 =—4

® a3 =az = —1
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Sprowadzmy do postaci kanonicznej i przyrownajmy do O.

0=(y1—ys)* +2(y1 +y2+9°)° +3(y2 —y3)> =0
Y1=Y2=y3 =y =0

Twierdzenie 5.1.1. Twierdzenie Sylvestera.

1. Warunek konieczny i dostateczny na to, aby forma (*) byta okreslona dodatnio (ujem-
nie) wyraza sie ciagiem nieréwnosci:

e n =2:det(air) > (<)0,det <[a11 alﬂ) > (>)0
a1 Q22
a1l aiz ais

o n =23 det(all) > (<)O,det a21 Q93 a23 > (<)0
as1 Qas2 G33

e n ... itd (pojedynczy wyraz < i det naprzemiennie dla ujemnych)

Definicja 5.1.1. Forma kwadratowa (*).

1. jest nieokreslona, jesli przybiera wartosci réznych znakoéw i zeruje sie tylko dla
N=y2=-=Yn=0

2. polokreslona, jesli przybiera wartosci réznych znakéw i zeruje sie nie tylko dla
yi=Yo=--=yp,=0

Twierdzenie 5.1.2. f : R" — R. Niech f(z1,22,...,2,) ma w otoczeniu (kuli otwartej)
punktu zg = (9, 29,...,2%) pierwsze i drugie pochodne czastkowe ciggle. Niech f,, (z¢) =
%(:}30) =0, fu,(70) = 0,... (gradient jest zero). Oznaczamy a;x, = fr,z, (0) = foz, (29,29, ... 29)

1. Jezeli forma kwadratowa

n n
Z Z AikYiYk

k=1 i=1
jest dodatnio (ujemnie) okreglona, to f ma w punkcie zo = (29,29, ...,2%) minimum
(maksimum) lokalne.
2. Jezeli ww. forma kwadratowa jest nieokreslona to f nie ma w punkcie zg = (29, 29,...,22)

ekstremum.

3. Jezeli ww. forma kwadratowa jest pétokreslona to kryterium nic nie powie

Tlustracja twierdzenia dla f(z1, 2, 23) = 23 + 23 + 23
f$1 (1‘1, 33‘2,.133) = 2$1 =0
fo (Il, 132,.%3) = 2I2 = 0
fs (21,72, 73) = 2203 =0
(29,29, 23) = (0,0,0) znalezlismy punkt podejrzany.
a11 = 2,a22 = 2,a33 = 2,a12 = a1 = ag3 = azz = az; = a3 =0

ai1 a2 ais 2
az1 aze as| = [0
as1 az2 as3 0
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1. det (a;1) =2>0

a a
2. det |1 T2l —4 >0
a21 A22
ayx aiz2 ais
3. det |as1 a2s asz| =8 >0
as31 agz as3

Definicja 5.1.2. Otoczeniem punktu P € R™ nazywamy dowolny zbior otwarty U, taka,
ze PeU

5.2 Jacobian funkcji

Definicja 5.2.1. Jacobian funkcji F : R® — R™. F = (f1, fa,..., fn) :R* > R
9f1 9, 0,
MF'((],) = aixi(a) aifz(a) e 81: (a)
oil bil SR
(@) S2(a) ... §2(a)

Jacobian: J¢(a) = det(Mpr(q))

Twierdzenie 5.2.1. (O funkcji odwrotnej) Zakladamy, ze F : R" — R" a € R". Za-
ktadamy, ze F' ma ciaglte pochodne czastkowe w pewnym otoczeniu punktu a. Zakltadamy,
ze Jp(a) # 0. Wowczas istnieje otoczenie U punktu a oraz V punktu F'(a) oraz funkcja
rézniczkowalna ¢ : V — U, taka ze:

Vaeu(po F)(z) =z
(Przy powyzszych zalozeniach lokalnie funkcje daje sie odwrocié)

Przyklad 5.2.1. (Jeden wymiar)

Wezmy F:R — R, F(z) =2%,a >0

F'(a) =2a,Jp(a) =2a #0

poF(x)=1=x

o=z

¢ (F(z)) = /F(x)

Powyzsze twierdzenie stanowi uogoélnienie dla n wymiaréw.
Niech f: R? — R, f(x9,%0) =0

{(z,y) eR?: f(z,y) =0} f(z,y) =2”+4° -4, f: R2 >R

2?2 + 32 = 2 réwnanie okregu.

y=+v4—a?

olt) = VI—a?

Szukamy funkcji (istnieje € > 0) ¢(t) : R — R takiej, ze:
L ¢(z0) = yo
2. (Vte(zo—e,xz0+¢)) f(t,0(t) =0
Twierdzenie 5.2.2. (O funkcji uwiktanej) Jesli pochodne czastkowe funkcji f sa ciagte

oraz g—i(xo, yo) # 0 to istnieje funkcja .
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ft,o(t) =0

©'(t) =77

4 (f(t,ot) = L(0)=0
2 4(t)+ LA (p(t) =0
%1 + %g@’ t)=0

o) =5

Przy omnienie
#F(t),y(t) = Fra'(t) + Gy (t)

Twierdzenie 5.2.3. f : R? — R. Niech f ma ciagte pochodne czastkowe w punkcie (zq, yo)-
Roéwnanie plaszezyzny stycznej do wykresu funkeji f w punkceie (zo, yo, f(zo, y0)):
0 0
= Foo,0) = G (oo o) = 20) + 5 (o, )0 = o)

(z— 20 = A(x — x0) + B(y — yo0)) - rownanie plaszczyzny przechodzacej przez (xo, Yo, 20)

6 Wyklad VI

6.1 Mnozniki Lagrange’a

f,g:R? — R Max/Min f(x1,72) pod warunkiem g(z1, z2)
Np. Znalezé Max/Min 22 + y? pod warunkiem zy = 2
flz,y) =2 +y°

g(z,y) =2y —2

(I)(.’L', Y, )‘) = f(.’IJ, y) - )‘g(xvy) = .’L’2 + y2 - )\(l'y) + 2\

g—i =2xr—Ay=0

g—i =2y— =0

k-

1. det {_2/\ _2)\} # 0, nie spelnia zy = 2
2 =X
2 det{_/\ 2}—0
4-X2=0
A==£2
3. A=-2

2x 42y =0 = x:—y
Wtedy 2 = (—y)y = —y? < 0, nie ma ekstremow

4. X=2
20 =2y =0 <= z =y
22 = 2 dwa punkty podejrzane (£v/2, +v/2)
Sprawdzamy warunek dostateczny dla funkcji f(z,y) = 22 + y?
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Policzmy Hessian:

fxw(xay) = 27fww(\/§7 \/§) >0

W(V2,v/2)=4>0

W punktach (v/2,v2), (—v2, —v/2) mamy minima lokalne.

Teoria (n = 2)

Definicja 6.1.1. Punkt a € R™ jest punktem regularnym zbioru {x € R™ : g(z) = 0} jest
g(a) = 0 oraz gradient funkcji g w punkcie a jest rozny od 0.

Twierdzenie 6.1.1. Jedli f : R® — R ma ekstremum lokalne w punkcie a € R™ pod
warunkiem, ze g(a) = 0, to istnieje A, takie ze V(f — Ag)z=a = 0 o ile a jest punktem
regularnym.

Przyktad:
flay) =zy
gz, y) =% +%5-1=0
Do,y N) =2y~ M5 + 5 1)

0P _ Az _
or — Y 4_0
oP

ayza:—)\y:O
—% 1 T _ 0
1 =) |y 0
1. det A#0
x =y = 0, nie ma rozwigzan
2. det A=0A=2VI=-2)
A=2 = (y=tenZ +4 -1=0)
(2,1),(-2,-1)

3.3 =-2 — (yz—%x/\%{—y _1:())
(2,-1),(-2,1)

Badamy max/min:

(a) f(2,1) =2 max lok
(b) f(—=2,—1) =2 max lok
(¢) f(2,—1) =2 min lok
(d) f(=2,1) = —2 min lok

6.2 Calka Lebesgue’a

Przedzialy ay < b1,a2 < ba,...,an < by. II = [a1,b1] X [ag,b2] X -+ X [an,b,] Przedzial
domkniety na R™.

Definicja 6.2.1. Wnetrze przedziatu oznaczamy:

Int([ag,b1] X + -+ X [an, by]) = (a1,b1) X -+ X (ap, by)
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Definicja 6.2.2. Niech II, A beda przedzialami. Méwimy, ze II, A nie zachodzg na siebie i
piszemy, ze ITLA jesli:
IntIT N IntA =0

Definicja 6.2.3. Rodzina przedzialow P jest rozbiciem przedzialow II jesli:
L. yrP=I
2.VP,QeP(P#Q == PLlQ)
Definicja 6.2.4. Vol ([T, [a;, bi]) = [Ty (b1 — a1)
Przyktad 6.2.1. 1. Vol([a,b]) =b—a
2. Vol([a,b] x [¢,d]) = (b—a)(c— d)
3. Vol([a,b] x [¢,d] x [e, f]) = (b—a)(c—d)(e — f)

Twierdzenie 6.2.1. Jesli P jest rozbiciem II to:

Vol(IT) = Z Vol(p)

peP
Wtasnosci:
1. ICcA = Vol(II) < Vol(A)
2. I CAyUAU---UA, to Vol(IT) < Y7, VolA,;

Definicja 6.2.5. Miara zewnetrzna Lebesgue’a. Ustalamy n, A C R"™, A - ograniczony.

X*(A) = inf ¢ > Vol(m;) (¥;) (mi jest produktem A A C | )

n>0
Oznaczamy |A| = A*(A)
1. 0< |4 < 0
2. ACB = |A| < |B|
3. U, An < 550, 1Al
Twierdzenie 6.2.2. II jest przedziatem:
A*(IT) = Vol(II)
Definicja 6.2.6. Zbior A C R™ jest zbiorem miary 0, jesli A*(A) = 0.
1. n=2, A= (a,b) C R?
A (B)=(b—a)2e
A(A)=0
2. O € R3 jest miary zero

A(Q) = N UneniPn}) < ZpeniPn} = 22,en0=10
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Definicja 6.2.7. Zbior A C R” jest mierzalny wedug Lebesgue’a jesli:
VZ CR™(A(ZNA)+ X (ZNA%) =X\ (2))
Definicja 6.2.8. M,, - rodzina zbioréw mierzalnych. Miarg Lebesgue’a na M,, nazywamy

funkcje:
A(4) = A*(4)

Funkcje proste A C R™, Niech B C A.

1— ldlaz e B
“lodlazeA-B

Definicja 6.2.9. Niech A € M,,. Funkcje prosta o nosniku A nazywamy funkcje postaci:
flz) = Zai -1ap(x),a; €R
i=1

Gdzie (B;)}'_; jest rodzing zbiorow parami roztacznych, mierzalnych, zawartych w A.

7 Wyklad VII

Definicja 7.0.1. f prosta f =" a;1a p,.
/ f=Yi=1"aX(B;)
A

7.1 Przyklad calki Lebesgue’a
Przyktad: ACR™ m=1
fl)=11ap () +2 14 p,(x) +4 - 14 p,(z)

/ £ =1X(B1) + 2\(Ba) + 4A\(Bs)
A

D(z) = {1’”“’6@“[0’” A=[0,1),B,=QN[0,1], B, = [0,1] - Q

0,2z€[0,1]—Q
D(.’lﬁ) = 1'1A,B1<x)+0'1A,B

/ M@ [0,1]) + 0A(By) = 0
[0,1]
Catkowalna w sensie Lebesgue’a, nie istnieje cata Riemanna.

Corollary: f: R™ — R,g: R™ — R. {z € R"f(z) # g(x)} jest miary zero. Wowczas g jest

catkowalna: [o,. 9= [pm f
fo=17
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7.2 Calki wielokrotne

Catkowanie po wielu zmiennych mozna wykona¢ po kolei.

7.3 Twierdzenie Fubiniego

Twierdzenie 7.3.1. Zakladamy, ze funkcja f : R” xR™ — R jest nieujemna lub catkowalna.

Niech z € R", y € R™. Dla x € R™ definiujemy:

Wtedy:

e dla prawie wszystkich x funkcje f, sa calkowalne

 Jrnsmm = Jan (me f)

PI‘Zyk}&d: €T = (zlax27 s 7xn)7y = (y17y27' e 7ym)
f”.f(n—i-m)R"XR"" f(xlvx%-"7xnay1ay27"'7yn)d$1;dx2 ~-~7dy17dy27"~7dyn =

= ffRﬂ (ffR'm f(xlw"7yn)dy17dy27"'7dyn) dl’l,d.fg,...,dxn

7.4 Suma wielokrotna

iaik:A

1k=1

oo oo S 0o
=2 | 2] =2 | D
k=1 \i=1 i=1 \k=1

Twierdzenie 7.4.1. Inna wersja twierdzenia Fubiniego.
Niech A C R™", B C R™ A, B - mierzalne, f: A x B — R - nieujemna lub catkowalna.
Dla x € A definiujemy:

NE

>
Il

A

Wtedy:

e dla prawie wszystkich x funkcje f, sa calkowalne
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* ffoB f(l’7y)d.’L'dy = fA (fB f:c(y)) dydz

Funkcja dwoch zmiennych jest calkowalna jezeli istnieje oszacowanie:

|f(2,9)| < g(=,y)

Prowadzacy nt. powyzszego "Lepiej zeby to po prostu nie byto napisane"

Przyklad 7.4.1.
/ / / (2z 4 2y + 2z)dxdydz
[0,1] J[0,1] J[0,1]

Rozbijmy to na catki iterowane:

/o1 (/01 (/01(295 +2y + 22)dx> dy> ds —
- /01 (/01 [2° + (2y + 22):5](1)) dyds =
:/01 (/011+2y+22dy> dz =

1
:/0 [(1+2z)y+y2]édz:
1

:/0 (24 22)dz = [22+2’2]é:3

Integrate[2x+2y+2z,(x,0,1),(y,0,1),(2,0,1)]

vol([a,b] x [c,d] x [e, f]) = X3(...) = [ [ [p 1dzdydz
S S (23 + a3+ +22)dxyday .. dx, = n3

=> [ f[OJ]Z(x%)dxldxg .dx, =ni
271
fol r3dr; = [%}0 = %

( %)(bn—l _an—l)(bn—2 —&n_1)...(b1 —al)

=
S

<}

7.5 Pole kola
K= {(z.y) :a* 497 <1?)

y=+r2— g2
—r<T<r
*‘/T27I2<y<*/7‘27I2

r Vr2—z2
//1dxdy = \k) = mr?dz, = / (/ 1dy> dx =
—r —r2—z2

r r .
= / 2y 1?2 — x2dx = 2/ Vr2—ax?dr = 2%7‘2 = 772
-

-

Integrate(sqrt(r? — x2),(x, —r,7))
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[T TR =2 [ e
Podstawmy = = rt, dz = rdt, zatem: = 2r? fol V1—t3dt = 7“2%

Przyklad 7.5.1. Policzmy nastepujaca catke:
J Az +y)dedy,z =0,y =0,24+y=1
0<z<1,0<y<1l—z

zatem:

Obliczenia:

A= fol Olfy(x + y)dxdy

8 Wyktad VIII

8.1 Twierdzenie o zamianie zmiennych

Twierdzenie 8.1.1. O zamianie zmiennych : ¢ : R — R" jest 1 —1 i C! (rézniczkowalna i

ciagte pochodne czastkowe) (a1, o, ..., x,) = (V1(x1, T2, ..., Tn), P2(T1, T2, ..., Tpn), ... On(T1, T2, ...

Rozwazamy macierz Jacobiego:

91 ;0
0x1 o0xy,
I=l
a@n 6<F7m

det (Jgp(m)) # 0 Niech f: (D) — R ciagta.

/ /f(y)dyldyz o dy, = / /f(x) . |det Jo(z)| drrday . .. doy
(D) D

8.2 Wspobdlrzedne biegunowe

Przyklad 8.2.1. Wspolrzedne biegunowe (z,y) € R?, z = r cos(a), y = rsin(a)
r €[0,00),a € [0,27]

o(r,a) = (rcos(a), rsin(a))

v :R%2 - R?

i~

1 D1
Jotra) = | 8. 865
or oo
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_ |cos(a) r(—sin(w)) - 2 G2
Jora) = [sin(a) r cos() |det(Ja(ra))| = [rcos®a+rsin“al = |r| =r

/FD/f(a:,y)dxdyz/D/f(T,a)rdrdoz

Przyktad 8.2.2. Pole kota o promieniu R

/ / ldxdy =
x2+y2<R2

@), r: mamy:
2mr?

27 2 R
/ (/ Tda) dr = / 2mrdr = 5
0 0 0 0
2 R 27 1,02 R 2m p2
// rdrda = / / rdrdoa = / [] do / —doa =nR?
r2<R2 0 0 0 2 0

0 - 2
Przyktad 8.2.3.

/ /f(x,y)dxdy:/ /f(r, a)rdrda

(D) D

// xydwdy:/ / r cos(a)r sin(a)rdrda
2y <R ref0,R) Jafo,27)

Przyklad 8.2.4. D, B - jakis przedzial, fD

Podstawmy z = r cos(a), y = rsin(«

=R?

y)dy. Podstawmy y = p(z),y € D,z € B

/ fy)dy = / (@) (2)da
D B

[Pz T1)2dz (z0b. 2% +1 =y, B=[(a2+ 1), (1> +1)], D =

[a, b])
Przyklad 8.2.5. Objetos¢ elipsoidy obrotowe;.
2 2 2
Y z
E:— s+ 2z —|— — <1
Vol(E /// dxdydz
o(x1,91,21) = (T10,Y1b, 210)
d;ll (x17a) #Zl(xlaa) T(jl(ﬁlva)
J@(ml,yl,zl) = | dz1 (yla b) d;;l(yla b) ﬁ(yla b)
dgl (2176) d%jl(zlac) % 2170)

a 0 O
J‘P(whyl,zl) =10 0 0
0 0 ¢

/// dxdydz:///abcdxldyldzgzabc///dxldyldzl:achol(K(0,0,()),l)
E

Oszukujemy V = 3773, zatem:

4
Vol = gabmr
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Przyktad 8.2.6. Error function.
/ e = g,RJF € [0, 00)
0

e 2 o0 2
(/ e ” dx) </ e Y dy> =
0 0
2
(L) (], %)
R+ R+e—v?
:// e_xze_ydedy:
R+ xR+
= / (/ e_c”ze_dex> dy =
R+ \JR+
2 2
:/ e Y (/ e " dx)dy—
R+ R+
:// e~ rdadr
re[0,00]

:E/ e rdr =

2 Jo
W—e’TQOO_ﬂ'
2 2 4

Nastepnie:

/ /2 e~ rdadr =
/ / do =
_ /O -7

/ e dx =

= V7

8.3 Wspobdlrzedne walcowe

Przyklad 8.3.1. Wspotrzedne walcowe (,y,2) € R?, 2 = rcos(a), y = rsin(a), z = z
r€[0,00), a €0,27], z € R

o(r,a, z) = (rcos(a), rsin(a), z)
cos(a) r(—sin(a)) 0
Jo(ra,) = |sin(a) rcos(a) 0
0 0 1
| det(J <p('r‘az )‘ =1 (7‘6032a—|—rsin2a) |=1r|=r

I [x fla,y, z)dzedydz = [ [ [ f(r, o, 2)rdrdadz
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Przyklad 8.3.2. Objetos¢ walca (o promieniu R i wysokosci H):

Vol(W) = / / /dedydz: / / /Wrdrdadz:
[ rvacas= ([7) ( [ rdr) ( [ Mz) .

Przyklad 8.3.3. Wielokrotnie zastosujmy twierdzenie Fubiniego:

/[] e @y = (/ s@ae) ([ straw) [ nes)

Przyktad 8.3.4. Wezmy punkt P(z,y,z). © - kat z osia OZ.
cosO =2 = z=rcosO,sin® == — rzut = rsin©
cosa = o, sina = Lo

z=rcos©,x =rsinO,y =rsinOsina, o € (0,27),0 € (0,7)
Sa to wspolrzedne sferyczne.

Twierdzenie 8.3.1. (prawdopodobnie) Wspohzedne sferyczne (z,vy,2) € R3, z = rsin© cos o,
y=rsinOsina, z =rcosO
r € [0,00), a € [0,27], © € [0, 7]
o(r,a,©) = (rsin© cos a, r sin O sin , 1 cos O)
sin®cosa rcosOcosa —rsinOsina

Jo(ra,0) = |8inOsina rcosOsina rsinOcosa
cos © —7rsin© 0
|det(Jp(r0,0))] = |r?sin® © cos © cos? a + r?sin® © cos O sin® a + 72 sin® O sin® asin® © +

72 cos? O sin” O cos? a + 2 cos? O sin? O sin® a + 72 cos? O cos? O] = 72 sin ©

I J [ [y, 2)dedydz = [ [ [, f(r, o, ©)r? sin ©drdad©

9 Wyklad IX

9.1 Wspoblrzedne sferyczne
z=rcos(0),0 € [0, 7]

y = rsin(0)sin(a), « € [0, 27)

x = rsin(0) cos(a)r € [0, c0)

o(r,a,©) = (rsin(O)cos(a), r sin(O) sin(a), 7 cos(0))
Jakobian J, = (r,a,0) = r?sin(0) Zapisane wspotrzedne:

i(7‘ sin(0®) cos(a)), % (rsin(©) cos(a)),

o (rsin(O) cos(a))

d, . : d, . : . .
E(TSIH(@> sm(a)),%(rsm(e))sm(a)),d (rsin(O) sin(a))

p (rcos(a))



/// f(a:,y,z)dacdydz:/// f(rsin © cos a, rsin © sin v, r cos ©)r? sin Odrdad©
@(D) D(r,a,0)

Objetos¢ kuli K3((0,0,0), R) o promieniu R.

/ / / \drdydz = (1)

/ / / con r? sin Odrdadf = (2)
/ < / < / 72 sin @dr> da> de = (3)
[ ([ (me)an) ao- “
/0 ! (2”;%3 sin @) 6 = (5)

2w R3 ,r
T (—cos)lf = ()
4
gﬂ?ﬁ (7)
Objetos¢ n-wymiarowej kuli K,, = {(x1,72,...,2,) € R", 2% + 2% + - + 22 < 1r?}
Miara Lebesgue’a A\(K1) = 2r, \(K3) = mr?, A(K3) = 7r®
TErn
AMEW) = =57
(g +1)

Gdzie T'(a) = [, t* e tdt,T(a+ 1) = al'(a),T(a + 1) = a!

9.2 Funkcja Beta

Niech a,b > 0:
1
B(a,b) = / 2711 — 2) ldx
0
a)l'(b)
B(a,b) =
(a,) T'(ab)
Policzmy:
)
2
1 © L,
I(=)=[ tietdt= (1)
2 0
Podstawmy t = s2, dt = 2sds, mamy: (2)
:2/ e_szds:Zgzx/% (3)
0
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Pokazmy, ze faktycznie:

TErn
AMK,) =
H) = rg )
D-d. Indukcja po n:
1. n=1AIH) = I’f(—?) = 2r super
2. ng = n. Popatrzmy na K, 1:
i+ ad 4 ad <1’ (1)
draddbad <ot - et = (Vo) ©)

Wyznaczmy A(Kp41):

)‘(Kn+1) = / </ . L{ dl‘ldﬂfg e d$n> dxn-i—l (1)
st (Jrr—a2 )
/ ™ ( r .’L'n+1) (2)

- Lz +1)
T3 " n
~ g ) ®
Podstawmy x,, 11 = rt,dx,+1 = rdt, mamy: (4)
n 1
__ T n+1/ 2\ 2
=sm " (1—t%)=dt (5)
(3 +1) -1
2rntlns /1 n
=~ | (L—t)Edt (6)
I'(z+1)Jo
Podstawmy t* = y, dy = 2tdt (7)
orntlngs /1 n 1
=T | A=y Ty (8)
G +1) Jo
orntlps <n 1>
rz+n \2 " 72
P(Z+1) T(2+1+13)
n+l_%
- # (11)
r(" = +1)
r"+17r%
= [ (12)
T+ 1)
9.3 Symplesks
Sp={(z1,22,...,2,) ER", 21 + 2+ + 2, < @,21,T2,...,2, > 0}
AS, = L
n!

D-d. indukcyjny:
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= //dmldxg N dIn+1

Y (a—z n
:/0 ( :LJFI) dxn+1

_ (D@ —zpg)" @

N (n+1)! 0
an+1

~ (n+1)!

Definicja 9.3.1. Splot funkcji. Dla odpowiednich funkcji f,g : R® — R definiujemy splot:

(f*g)(x) = / . ft)g(x — t)dtidts . .. dt,

Dla z = ($17I2,...,In),t: (tl,tg,...7tn),l‘7t: (1’1 7t1,$27t2,...

9.4 Wstep do réwnan rézniczkowych

Przyktad réwnania rézniczkowego:
m'(t) = (=1)k - m(t)

Rozwiazanie - kazda funkcja postaci:

Zobaczmy:

9.5 Krzywe catkowe réwnania r6zniczkowego

Wykres :cry:

sy T — tn)

9.6 Roéwnania rézniczkowe z warunkiem poczatkowym

{m’(t) = (—k)m(t)

m(to) = my

Rozwiazanie: m(t) = mee F(t—to)
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10 Wyklad X

10.1 Roéwnanie rozniczkowe

Definicja 10.1.1. (Rownanie rézniczkowe) Zwyczanje pierwszego rzedu:

y/ = f(tvy)

Ogolne:
F(t,y,y)=0

Definicja 10.1.2. y(t) jest rozwiazaniem rr. y' = f(¢,y) na przedziale (a,b) jesli: y'(t)
istnieje na przedziale (a,b):

y'(t) = f(t.y(t)
Definicja 10.1.3. Wykres rozwiazania rr. to jego krzywa catkowa.
Przyklad 10.1.1. Rozwiazmy RR:

1. y(t) = %H jest rozwigzaniem 11. 3 4+ 2ty2 = 0 na R

_ _ —2t
y'(6) = ((1+)7) = (-1)2t(1 + 1) 7% = 1+o)2 (1)
2t
2 —
2ty”(t) = +0)2 (2)
y'(t) +2ty*(t) = 0 (3)
Jak wida¢ rozwiazanie dziata.
2. y(t) = In(t) jest rozwiazaniem rr. y’ = e~¥ na (0, 00).
1
v =1 (1)
1 1
—In(t) _ _
em ) = eln(t) ¢ 2)

10.2 Rownanie rozniczkowe z warunkiem

Definicja 10.2.1. Rownanie rozniczkowe wraz z warunkiem y(tg) = yo nazywamy zagad-
nieniem poczatkowym. Mowimy, ze y(t) jest rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego, jezeli
jest rozwiazaniem réownania rozniczkowego y'(t) = f(t,y) na pewnym przedziale zawieraja-
cym punkt tg i spelnia warunek y(tg) = yo:

{y%t) = f(t,y(t))

y(to) = yo

Definicja 10.2.2. RR, ktore mozna zapisa¢ w postaci:

y'(t) = g(t)h(y)
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nazywamy rr. o zmiennych rozdzielonych.
Zaktadamy, ze funkcje g(t), h(y) sa ciagte oraz h(y) # 0 dla kazdego y. Wowezas calka rr. o
rozdzielonych zmiennych dana jest wzorem:

/hczz):/g(t)dt-i-C

W _ g(ohw) 0
1
@dy = g(t)dt (2)
dy
/@ —/g(t)dt+C 0 ()

Jezeli h(y) = 0 dla pewnego yo to funkcja stala y(t) = yo jest jednym z rozwigzan rr.
y'(t) = g(O)h(y). v = 0,h(y(t)) = h(yo) =0 O

Przyktad 10.2.1.

(1+e)yy =

Pt 1
YT Tt ey W)
(1 ey = o ©)
(14 e?ydy = e'dt (3)
/(1 + e¥)ydy = /etdt +C (4)
/(y + ye¥)dy = /etdt +C (5)
y;—l—/yeydt:et—i—c (6)
y—2+ey(y—1)=et+0 (7)

2

Metodami elementarnymi rozwiktanie tej funkcji jest niemozliwe. Wyjdzie prawdopodobnie
specjalna funkcja d’Alemberta. Wobec tego, w tym przypadku nie trzeba tego rozwiklywaé
do funkcji y(t)

Twierdzenie 10.2.1. Zakladamy, ze funkcje g(t), h(y) sa ciagte odpowiednio na przedzia-
tach (a,b), (¢,d) oraz h(y) # 0. dla kazdego y € (¢, d). Niech ty € (a,b),yo € (c,d). Wowczas
zagadnienie poczatkowe:

{y’ = g(t)h(y)

y(to) = vo

Ma doktadnie jedno rozwiazanie.
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10.3 Roéwniaine rézniczkowe jednorodne

Definicja 10.3.1. RR, ktore mozna zapisa¢ w postaci:

y-1(2)

nazywamy rr. jednorodnym.

Przyktad 10.3.1. ' = f (¥)

Przyktad:
tyy' = y* —t° (1)
, x o 1
y=—=-3 2
;T &)
fw) =u—= 3)
B u

10.4 Roéwnanie rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

FAKT. Jezeli f(u) = u, to rr. jednorodne przyjmuje nastepujaca postac:

yzg

jest to rr. o rozdzielonych zmiennych, ktérego rozwiazanie dane jest wzorem:

y(t) =Ct
D-d.

V=1 M

dy y
i (2)

dy dt
? = + (3)
[-]4 e
In(ly[) = In(Jt])) + C (5)
ly| = e e (6)
ly| = [t|e®, e e RT (7)
y=etVvy=(—e)t (8)
y(t) = le, Cl ceR— {0} (9)

10.5 Roéwnanie rézniczkowe przez zamiane zmiennych

Twierdzenie 10.5.1. RR. jednorodne przez zamiane zmiennych y = ut:

y(t) = ul(t)t
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Sprowadzamy do réwnania rézniczkowego o zmiennych rozdzielonych:

-1 o
y=ut (2)
Y =ut+ult) =u't+u (3)
wt+u= f(u) (4)
u't= f(u) —u (5)
d
St=fw-u (6)
du dt
T "
du dt
[7r=-1% )
Przyktad 10.5.1.

ty' =t+y (1)
y=1+2 (2)
F&=1+2 3)
podstawmy y = ut,y’ = u't +u -1 (4)
ty =u't+u (5)
thy=t+ut (6)
u't? fut =t + ut (7)
u't? =t (8)

du 1
@ ®)
du = %dt (10)
/du —/ (11)
w(t) = [t + C (12)

Kolejno: z(t) =t (In |t| + C)

Twierdzenie 10.5.2. Zakladamy, ze funkcja g(u) jest ciagta na (a,b) oraz dla kazdego
€ (a,b), g(u) # u. Wowczas zagadnienie poczatkowe:

{v' =9 (%) yto) =0

a < ¥ < b ma dokladnie jedno rozwigzanie.

10.6 Rownanie roniczkowe liniowe

Definicja 10.6.1. RR, ktore mozna zapisa¢ w postaci:

Y +p(t)y = q(t)
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Nazywamy rownaniem liniowym pierwszego rzedu. Jezeli ¢(t) # 0 to rownanie rozniczkowe
jest rownaniem rozniczkowym liniowym niejednorodnym. Jezeli ¢(t) = 0: ' + p(t) = 0 jest
rownaniem rozniczkowym liniowym jednorodnym.

Przyktad 10.6.1.

y +p(t)y(t) =0 (1)

W ) 2)
%:—mmﬁ (3)
/%:/ﬂwt (4)
In|y| = /—p(t)dt +C (5)
ly| = e POt (6)

y= +eCef —pat (7)

y(t) = crel PO (8)

+2

Przyklad 10.6.2. v/ +ty =0 = y(t) = clef Tt _ e T

11 Wyktad XI

Definicja 11.0.1. (Calka krzywoliniowa nieskierowana) Niech f : R™ — R, y[a,b] — R",
ma ciagla pochodna. Wtedy:

b
[ = [ @) I
o a
Przyktad 11.0.1. Rozwazmy przykltady krzywych gamma:
Lo A(t) = (t,1*),t € [0,1]

2. Okrag o srodku w punkcie (g, yo) i promieniu r. y(t) = (xo+7 cos(t), yo+rsin(t)),t €
[0, 27]

3. Odcinek taczacy punkty P(x1,y1,21), @(x2,y2,22) ¥(t) = (1 —¢)- P+t -Q (tQ =
(tx27ty27t22))

Przyklad 11.0.2. Policzmy nastepujace Catki:
1. f=1,%(t) = (rcos(t), rsin(t)),t € [0,2n],v'(t) = ((rcos(t))’, (rsin(t))") = (—sin(t)r)

L 1dl = /0 T (eos Ot

2. v:[0,1] — szy(t) = (t7t2)7f($7y) =3z + \/:lj,'y/(t) = (1,2t), [ (t)| = V1 + 4¢
/fdl:/1(3t+x/i)\/1+4t2dt
o] 0
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i (t) = (£,0) dla 0 < t <
Yt)=01t-1)dal<t<2
M= )= (G-t.1) da2<t<3
v4(t)=(0,4—¢t)dla3 <t <4

Y=71Ur2 Uy Uy

/ —/ 2d+/ 2dl+/ x2d1+/ 22dl
Yy Y2 Y3 Y4
|

() = (1,0), [ (O] = V12 + 02 = L3(t) = (0,1), ()] = 1, [3(t) = (=1,0), [r3(8)] =

1...
Definicja 11.0.2. (Pole wektorowe) F : R" — R"
Fla,y) = (z,y)

G(z,y) = (—y, )
F=(F,F,... F,)
F:RZ-SR

Definicja 11.0.3. (Catka krzywoliniowa skierowana)

/ﬁ odl = /(Fldxl + Fydo + -+ + Fyday) = /b (F"(fy(t)) o ’y’(t)) dt

gdzie o to iloczyn skalarny.
Przyklad 11.0.3. Przyklad: F(z,y) = (z,y),7(t) = (cos(t),sin(t)),t € [0,27],~'(t) =
(—sin(t), cos(t))

2m
/F"o Il = /0 (cos(t),sin(t)) o (—sin(t), cos(t)) =

= / Tr(— cos(t)(sin(t))) + sin(t) cos(t)dt = / ! 0dt =0
0 0
Dla G o
/ Godl = / (—sin(¢), cos(t)) o (— sin(t), cos(t))dt

0

27 27
= / (sin?(t) + cos?(t))dt = / 1dt =27
0 0
Obszar jednospojny nie ma dziury w $rodku - Prowadzacy.

Twierdzenie 11.0.1. (Twierdzenie Greena) Jesli B jest obszarem jednospojnym, ograni-

czonym krzywa gladks F= (Fy, F») - pole wektorowe, ktore ma ciagta pochodna na pewnym
otoczeniu B. OB - brzeg zorientowany dodatnio:

JuFot= ] J (e )
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Przyklad 11.0.4. Zastosujmy Tw. Greena. F(z,y) = ((1 — 2?)y,z(1 + ¢?)) , (Fi(z,y), F2(z,y))
, B - koto 2% 4+ y? < R? zorientowane dodatnio:

S o F F:
Fodl:// ( 81—&-82)dﬂvdy:
oB 22 4+y2<R? dy ox
// (=(1 = 22) + (1 + y))dady = // (@2 + %) dady —
m2+y2<R2 I2+y2<R2

27 R 27 4
R
=/u/ﬁwm: = do=ZR*
o Jo o 4 2
Definicja 11.0.4. (Calka powierzchniowa skierowana) o - maly element powierzchni
Fodo =des catka podwdjna

OB

Twierdzenie 11.0.2. (Twierdzenie Gaussa) (zamiana catki powierzchniowej skierowanej

na caltke potrojna)
/ Foda*/// VoF Ydxdydz
oB

Przyktad 11.0.5. B:2? +y?> + 22 < R2, 0B : 22 + y* + 22 = R?

Foda—/// da:dydz—/// 3dxdydz =
/dB 24424 22K R2 8I( )8y( )82 2442422 R2

4
:&?ﬁzmm
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