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1 Wzór Stirlinga
Twierdzenie 1.0.1.

lim
n→∞

n!√
2πn ·

(
n
e

)n = 1
(Inaczej n! ≈

√
2πn

(
n
e

)n)
Lemat 1.0.1. Dla ciągu zadanego wzorem:

an =
n!√

2n ·
(
n
e

)n
Zachodzi:

an → C ∈ R+

Dowód 1.0.1. Rozważmy bn = ln(an).
1. Pokażemy, że bn jest malejący i ograniczony z dołu, zatem zbieżny do pewnej stałej
rzeczywistej b. Wtedy an = ebn → eb ∈ R.

bn − bn+1 =
1
2
(2n+ 1) · ln n+ 1

n
− 1

Wykorzystajmy rozwinięcie funkcji ln(x) w szereg Taylora w 1.
Dla |t| < 1:

ln(1 + t) = t− t
2

2
+
t3

3
− t
4

4
+ . . .

− ln(1− t) = t+ t
2

2
+
t3

3
+
t4

4
+ . . .

ln
(
1 + t
1− t

)
= 2

(
t+
t3

3
+
t5

5
+ . . .

)
Dla t = 1

2n+1 :

ln
(
n+ 1
n

)
= (1)

= 2 ·
∞∑
k=0

1
2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k+1
= (2)

= 2 · 1
2n+ 1

+ 2 ·
∞∑
k=1

1
2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k+1
(3)
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bn − bn+1 = 1 +

( ∞∑
k=1

1
2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k)
− 1 = (1)

=
∞∑
k=1

1
2k + 1

(
1

2n+ 1

)2k
> 0 (2)

Zobaczmy, że skoro bn > bn+1 =⇒ bn jest malejący.
2. Pokażmy, że bn jest ograniczony z dołu.

• bm − bm+1

bm − bm+1 <
∞∑
k=1

(
1

(2m+ 1)2

)k
=

=
1

(2n+ 1)2
· 1
1− 1

(2m+1)2
=

1
(2m+ 1)2 − 1

=
1

4m2 + 4m
=

1
4m(m+ 1)

• b1 − bn
b1 − bn = (b1 − b2) + (b2 − b3) + (b3 − b4) + · · ·+ (bn−1 − bn)

<

n−1∑
m=1

1
4m(m+ 1)

<
1
4
·
∞∑
m=1

1
m(m+ 1)

=
1
4

Zauważmy następnie:

b1 − bn <
1
4

(1)

bn > b1 −
1
4
= ln

(
e√
2
− 1
4

)
(2)

Ostatecznie: bn malejący, ograniczony z dołu, zatem zbieżny.
To implikuje:

an → C ∈ R+

Lemat 1.0.2. (Wzór Wallisa)

∞∏
k=1

(2k)(2k)
(2k − 1)(2k + 1)

=cw lim
n→∞

24n (n!)4

((2n)!)2(2n+ 1)
=
π

2

Dowód 1.0.2. Wyjdźmy (n ­ 2) od
∫
sinn xdx∫

sinn(x) =
∫
(− cosx)′ · (sinx)n−1dx =

− cosx · (sinx)n−1 +
∫
(− cos2 x)(n− 1)(sinx)n−2dx =

− cosx · (sinx)n−1 + (n− 1)
∫
(sinx)n−2dx− (n− 1)

∫
(sinx)ndx =

n

∫
(sinx)n dx = − cosx (sinx)n−1 + (n− 1)

∫
(sinx)n−2dx
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∫ π
2

0
(sinx)ndx =

n− 1
n

∫ π
2

0
(sinx)n−2dx

Doprowadziliśmy do wzoru rekurencyjnego, mamy:∫ π
2

0
(sinx)0dx =

π

2∫ π
2

0
(sinx)1dx = 1

Następnie: ∫ π
2

0
(sinx)2dx =

2− 1
2
· π
2∫ π

2

0
(sinx)4dx =

4− 1
4
· 2− 1
2
· π
2

Wprowadźmy dwa ciągi:

sn =
∫ π

2

0
(sinx)2ndx =

n∏
k=1

2k − 1
2k
· π
2

cn =
∫ π

2

0
(sinx)2n+1dx =

n∏
k=1

2k
2k + 1

· 1

Zatem:

lim
n→∞

(
n∏
k=1

2k
2k − 1

)
·

(
n∏
k=1

2k
2k + 1

)
=

= lim
n→∞

π

2
· 1
sn
· cn

Pokażmy, że limn→∞ cnsn = 1.
Stwórzmy nierówność dla x ∈

(
0, π2

)
:

(sinx)2n+2 < (sinx)2n+1 < (sinx)2n (1)
sn+1 < cn < sn (2)
sn+1
sn
<
cn
sn
< 1 (3)

2(n+ 1)− 1
2(n+ 1)

<
cn
sn
< 1 (4)

Spójrzmy, że:

lim
n→∞

2(n+ 1)− 1
2(n+ 1)

= 1 (1)

lim
n→∞
1 = 1 (2)

Zatem z twiedzenia o trzech ciągach:

lim
n→∞

cn
sn
= 1
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Definicja 1.0.1. Niech:

an =
n!√

2n ·
(
n
e

)n
Cel: pokazać, że an →

√
π

Dowód 1.0.3. Z lematu 1:

1 = lim
n→∞

an
c
=⇒ an ≈ C =⇒ n! ≈ C ·

√
2n
(n
e

)n
Podstawmy to do wzoru Wallisa:

π

2
= lim
n→∞

24n · C4 · (2n)2 ·
(
n
e

)4n[
C ·
√
4n ·

(
2n
e

)2
n
]2
(2n+ 1)

=

lim
n→∞

C4 · 24n · 4n2 ·
(
n
e

)4n
C2 · 4n · 24n ·

(
n
e

)4n
(2n+ 1)

=

lim
n→∞

C2 · n
2n+ 1

=
C2

2
=⇒ C =

√
π

1.1 Pomoc drogowa
Szereg:

∞∑
m=1

1
m(m+ 1)

= lim
n→∞

n∑
m=1

1
m(m+ 1)

= lim
n→∞
sn

sn =
n∑
m=1

1
m
− 1
m+ 1

= 1− 1
m+ 1

lim sn = 1

Cos:
cos2 x = 1− sin2 x

1.2 Wnioski
Wzór Stirlinga:

n! ≈
√
2πn ·

(n
e

)n
Wzór Stirlinga dokładniej:

n! ≈
√
2πn ·

(n
e

)n
· ef(n)

1
12n+ 1

< f(n) <
1
12n
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1.3 Liczby Stirlinga II Rodzaju
k, n ∈ N. Liczba podzbiorów zbioru n-elementowego na k niepustych podzbiorów.{n

k

}
lub inaczej S2(n, k)

Wartości:

1.
{
n
1

}
= 1

2.
{
n
n

}
= 1

3.
{
n
n−1

}
=
(
n
2

)
4.
{
n
2

}
= 2n−1 − 1 = 2

n−2
2
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