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1 Lista 6

1.1 1L6

Rzucamy niezaleznie dwoma szczesciennymi kostkami. X - mniejszy z rzutow. Y - wiekszy
z rzutéow. Wyznaczmy rozktad taczny oraz rozktady brzegowe zmiennych X iY.

Zliczamy wszystkie przypadki dla ktérych w min wyniést X, a max Y. Wprowadzmy dwie
zmienne losowe Ry : Q@ — {1,2,...,6} oraz Ry : Q — {1,2,...,6}, gdzie Ry odpowiada za
pierwszy rzut, a Ry za drugi rzut. Dokonajmy zliczenia poszczegélnych wartosci min, max:

Ri/Ry |1 2 3 4 5 6
T [T 1 1 1 1 1
2 |12 2 2 2 2
3 |12 3 3 3 3
4 |1 2 3 4 4 4
5 |1 2 3 4 5 5
6 |1 2 3 4 5 6

Table 1: Tabela min Ry, Ro
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Table 2: Tabela max Ry, Ro

Dzielac liczbe przypadkow przez liczbe mozliwych wynikéw otrzymujemy rozktady brzegowe
Px (z) oraz Py (y):

X | 1 2 3 4 5 6
P(X) | 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36
Y 1 2 3 4 5 6
P(Y) | 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

Table 3: Rozktady brzegowe zmiennej X i Y

Wyznaczmy nastepnie rozklad taczny, czyli funkcje Px vy (x, y), ktora okresla prawdopodobienstwo,
ze zmienna X przyjmie warto$é x oraz zmienna Y przyjmie wartosé y.

X/Y | 1 2 3 4 5 6
1 | 1/36 2/36 2/36 2/36 2/36 2/36
2 0 1/36 2/36 2/36 2/36 2/36
3 0 0 1/36 2/36 2/36 2/36
4 0 0 0 1/36 2/36 2/36
5 0 0 0 0 1/36 2/36
6 0 0 0 0 0 1/36

Table 4: Rozktad taczny zmiennych X i Y

Odpowiedzmy na pytanie, czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne. Wiemy, ze zmienne
losowe sg niezalezne gdy spelniony jest warunek:

(VA,Be B)P(X € ANY € B)=P(X € A)P(Y € B)



gdzie B to zbior borelowski. W naszym przypadku zbior borelowski to {1,2,3,4,5,6}.
Zobaczmy, ze przyktadowo dla wartosci A = {1},B = {1}. P(X € AANY € B) = 1/36,
P(X € A)P(Y € B) =11/36-1/36 = 11/216, wobec tego zmienne losowe X 1Y sa zalezne.

Obliczmy wartos$¢ oczekiwang zmiennej X oraz Y:

E(X) = ZG:;EP(X =)= (1)
= i:~111/36 +2-9/36+3-7/36+4-5/36+5-3/36+6-1/36 =91/36  (2)
EY)= in(Y =y) = (3)
= i:~11/36+2 -3/36+3-5/36+4-7/36+5-9/36+6-11/36 = 161/36  (4)

1.2 2L6

Niech F'(s,t) bedzie laczna dystrybuanta wektora losowego (X,Y’). Pokazmy, ze dla dowol-
nych a,b, c,d € R zachodzi:

Pla< X <bec<Y <d)=F(bd) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

Mozemy od P(X < b,Y < d) odjaé przedzialy brzegowe P(X < a,Y < d), P(X <b,Y < ¢),
ale zgodnie z zasada wlaczen i wylaczen musimy dodaé¢ z powrotem P(X < a,Y < ¢),
poniewaz dwukrotnie policzyliSmy przedzial P(X < a,Y < ¢). Ostatecznie otrzymujemy:

P(a <X < b7 c<Y < d) =inclusion-exclusion principle (1)

=P(X<bY<d-PX<aY<d-PX<bY<c)+PX<aY<c= (2

= F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) (3)
1.3 3L6

Wyznaczmy wartosé oczekiwang zmiennych losowych z zadain 1L5 oraz 3L5.

W zadaniu 1L5 rozklad prawdopodobienistwa dla zmiennej losowej R (r € {0,1,2}) wyniost:

i dlar=20
P(R=r)= 1—76 dlar=1
1—56 dla r =2
Zatem wartosé oczekiwana wynosi:
2 1 7 5 17
E(R):ZT-P(R:r):0-1+1-E+2-E:1—6 (1)

W zadaniu 3L5 rozklad prawdopodobienistwa dla zmiennej losowej X wyniost:

R



Wyznaczmy wartosé oczekiwang zmiennej losowej X:

E(X):/oo fo(m)dxz/Ol %Q;de:/oléﬁdm: 2)
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1.4 4L6
Niech X : Q — Z, bedzie zmienng losowa. Wyznacz E(X) dla dwoch przypadkow:
L P(X=k)= 3
2. PX=k) =55
Rozwazmy przypadek pierwszy. Wartos¢ oczekiwana dla zmiennej losowej X wynosi:
1\
E(X)_l;k P(X_k)_];k (2> (1)

Spojrzmy na funkcje tworzaca dla podanej sumy:

.

k=1
% ;xk :di<1ix> ®)
;kxk* - ﬁ (4)
B ©)

Podstawmy = = 1/2:
E(X)=> k <1>k—1/2 =2 (6)
s \2 (1-3)°
Rozwazmy przypadek drugi. Wartosé¢ oczekiwana dla zmiennej losowej X wynosi:
6 1 6 1
E(X)=) k-P(X=k=) k 55="73> = (7)
E>1 k>1 E>1

Szereg Y <, % jest rozbiezny, zatem warto$¢ oczekiwana dla zmiennej losowej X nie istnieje.

1.5 5L6

Niech X7, ... X, beda niezaleznymi zmiennyim losowymi o rozkladzie F'. Niech Y = min{ X7, ...

oraz Z = max{Xy,...,Xn}. Wyznaczmy dystrybuante zmiennych losowych Y oraz Z.

X}



Dystrybuanty w przypadku ogélnym
Dla zmiennej losowej Y dystrybuanta wynosi:
Fy(t)=P(Y <t)=P(min{Xy,..., X,,} <
=P(X;<tV---VX,<t)=
=1— P(min{Xy,..., X} >1) =
=1-PXi1>tAN---ANX,Nt)=
=1-PX1 >t)P(Xo>t)-----P(X,, >1t) =
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=1—-(1-P(X; <t)" 6
=1—-(1-F@)" 7
Dla zmiennej losowej Z dystrybuanta wynosi:
Fy(t)=P(Z <t)=P(max{X;,...,X,} <t) = (8)
=PXi <tAXo<tA---ANX,<1)= (9)
=P(X; <t)P(X2<t)-P(X, <t)= (10)
=F()" (11)
Dla X; z ustalonym PMF
Zatozmy, ze X;, i € {1...,n} to dyskretne zmienne losowe z PMF:
1
PX;=k)=—,ke{l,...,N
(Xi=h)= 5.k € {1, N}
Wyznaczmy funkcje masy Y, mozemy ja zapisaé¢ jako réznice dystrybuant:
P(Y =k) = Fy(k) - Fy(k—1) (12)
E\" E—1\"
PY=k=|1-(1-—= —1—-{1=-— 1
w=n=li-(-5) |-[-(-5) ] w
k—1\" k\"
PY=Kk=(1-——] —(1—= ke{l,2,...,N}. 14
v=n=(1-27) - (1-%) . ket2..M (1)
Podobnie z funkcja masy Z:
P(Z =k) = Fz(k) — Fz(k—1) (15)
E\" E—1\"
PZ=k=(—=| —|—— ke{l,2,...,N 1
z-n=-(3) - (")« retrz..m (16)

Wyznaczmy nastepnie E(Y'). Wartosé¢ oczekiwana zmiennej losowej Y jest dana wzorem:

N
E(Y)=) k-P(Y =k) (17)
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Podobnie wyznaczmy E(Z). Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Z jest dana wzorem:

k-P(Z=k) (20)

Dla X, z rozkladem jednostajnym

Zalozmy teraz, ze X; ma rozklad jednostajny na przedziale [0,1]. Wowczas dystrybuanta
F(t) i gestosé f(t) sa dane wzorami:

Fx(t)=P(X;<t)=t, telo1],

I[x(t) = %Fx(t) =1, te]lo,1].
7 wezesniejszych ustaleri:
Fr)=1-(1-F@)"=1—(1-t)", telo1] (23)
Folt) = S = S (=0 = a1 -0, e o) (24)
Podobnie zapisujemy:
Fy(t) = Fx()" =", te€[0,1] (25)
Falt) = SFa(t) = S =t tefo, (26)

Warto$é oczekiwana Y jest dana wzorem:

E(Y):/O t~fy(t)dt=/0 Fon(1— )" dt (27)
E(Y)=n / H1— )" dt (28)
0
E(Y)=n [—t(l_t)n 1 +/1 Mdt] (29)
n o Jo n
E(Y):n.;/l(l—t)"dt:/l(l—t)”dt (30)
_ 4#\n+1 1

=[] 1

(32)



Wartoéé oczekiwana Z jest dana wzorem:

E(Z):/1t~fz(t)dt:/lt~nt”_ldt (33)
0 0

1 n+1 71
E(Z):n/0 t”dt_n{;_’_lh_nil (34)

1.6 6L6
Niech X : Q — N. Pokazmy, ze E(X) = > ;- P(X > k), o ile podany szereg jest zbiezny.

Rozpiszmy z definicji. Mozemy zamieni¢ k - P(X = k) na sume E;{”‘Zl P(X = k), zatem:

00 k 00
Y k-P(X = Y P(x =>
k=1

=1 =1
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