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1 Lista 7

1.1 1L7

Wezmy X,Y : Q — {(0,1),(1,0),(-1,0),(0,—1)} z rownym prawdopodobienstwem. Wtedy
PMF:

i dla x = -1
px(x) =py(z) = % dlaz=0
i dlaxz =1

Zatem E(X) = E(Y) = 0, oraz widzimy ze E(XY') = 0. Jednak zmienne nie sg niezalezne:

px(Upy(1) = 17 = 16 #pxv(1,1) =0

1.2 2L7
Pokazmy, ze var(aX + b) = a?>var(X). Zapiszmy:
var(aX +b) = E((aX +b)?) — E(aX +b)?
= E(a®*X? 4 2abX +b*) — (E(aX) + E(b))?

[\

(1)

(2)

E(a’X?) + E(2abX) + E(b%) — (aE(X) + b)? (3)

= a2E(X2) + 2abE( )+ b2 — a?B(X)? — 2abE(X) — b? (4)
= ’E(X?) — a’E(X)? (5)
= a*(E(X?) - E(X)z) (6)
= a*var(X) (7)

1.3 3L7
Wyznaczenie var(X) oraz var(Y) dla rozkladu 1L6

7 zadania 1L6 wiemy, ze:

E(X)=— 1
(X) =35 (1)
161
E(Y)=— 2
) =3¢ (2)
3)
Policzmy E(X?) oraz E(Y?):
E(X*)= > 2’P(X=ux)= (4)
z€rng(X)
(1711429437 744254573467 1) = 201 (5)
" 36 36
(6)
EY?) = Y P =y = (7)
yemgm
(67-1145%-9+44%.743%.5+22.3+4+17 1) = ol (8)
36 36



Policzmy var(X) oraz var(Y):

var(X) = E(X?) - E(X)? = 301 (91> 2555

36 \36/) 1296
1 /161\> 2
var(Y) =E(Y?) - E(Y)? = 791 (161)\" 2555
36 36 1296
Wyznaczenie var(X) dla X ~ Geo(p)
Pomocna suma:
pE-
11—z
E>1
1
S
— 2
=1 (1—x)
Wyznaczmy E(X):
B0 = Sk PX =) = k- =
k=1 k>1
:ka(l —p)k_l =p- ; — 1
i>1 1-(1-p)? »p
Wyznaczmy E(X?):
E(X?) =) K P(X=k)=) K pl-p*'=
k>1 k>1
=D kz 1 —p k-1 =p- —
1; - (1-1-p)*  p?

Wyznaczmy var(X):

var(X) = B(X?) - B(X)? = “ 57— =

Wyznaczenie var(X) dla X ~ Po())
Wyznaczmy E(X):

e AP e\ A AP Ay A
BX) =2k~ :Z(k—l)!:6 AY =t =
> k>0

(10)

(17)

(18)



Wyznaczmy E(X?):

00 M\ k 00 —M\\ k e A\ k
2y g €AY g €AY e A
E(X?) =) k- o => k- o _Zk.i(k_l)! (19)
k=0 k=1 k=1
e e—A)\k+1 > e—A)\k’ > e—)\)\k
=> (k+1)- o :)\Zk-TJr)\ZT (20)
k=0 k=0 k=0
e ANF
=AEX)+A1 BX)=Xand 3 — =1 (21)
— K
=X A+A EX)=2) (22)
=X+ (23)
Wyznaczmy var(X):
var(X) =E(X?) —E(X)? =) 2+ A -\ =) (24)

1.4 4L7

Z zadania 8L3 wiemy, ze optymalna warto$¢ prawdopodobieristwa wyniosta p = % Praw-
dopodobienistwo, ze w pojedynczej probie zajdzie wymiana wynosi:

s=np(l—pt=n- L - Lyt 2 (”‘l)n_l M

n n n

Oczekujemy sukcesu po k probach, to znaczy dla k — 1 poprzednich ramek czasowych nie
mogla zajs¢ wymiana:

P(X=k) =s-(1-s)""! (2)

n

Widzimy, ze X ~ Geo (("‘1)7171), zatem korzystajac z 3L7 mozemy napisaé:

1 n n—1
B - 1= () 3)

. 1-p n2n—2 _ (n2 — n)nil
va (X> - p2 - (n _ 1)27172 (4)

1.5 B5L7

Niech X ~ Po()\) bedzie zmienna losowa opisujaca zrodlo pakietow. Wiemy, ze funkcja
masy prawdopodobienistwa dla rozktadu Poissona jest dana wzorem:

e~ AN

P(X=N)="—




Niech Y bedzie zmienng losowsa opisujaca ile pakietow dotarto do celu. Wtedy:

P(X =n)-p"(1-p)°(}) Wszystkie pakiety dotarty

-p(1 —p)t (”‘1"1) Doktadnie jeden pakiet nie dotart

p
PY =n)= P(X=n+2)-p"(1—- p)z("f) Doktadnie dwa pakiety nie dotarty

(1)
Zatem funkcja masy prawdopodobienistwa dla Y bedzie dana wzoremn:
_ _ = _ ) _\k n+k _
P(Y—n)—kZ:OP(X—n—i—k)p(l p)( N >_ (2)
SN n+k
:Z‘p”(l—p)% >= (3)
|
= (n+ k)! k
Nk (n+ k)!
— —A\n, n o k — 4
©ar kZ:O(n—&-k:)'( P @
e NP o~ (M- (1= p))*
- TL' k' = (5)
k=0
—A\n,n
= %e“l_p) = (Szereg Maclaurina) (6)
e—/\ 3 e/\—p/\)\npn e—>\p )\p n

n! n!

Wobec tego Y ~ Po(Ap).

1.6 6L7

Niech X ~ Geo(p) oraz Y ~ Geo(r) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
geometrycznym. Wyznaczmy rozklad zmiennej losowej Z = min X, Y.
Funkcja masy P(X = k) = p(1—p)*~!,k € Z*. Rozpiszmy prawdopodobieristwo dla Z:
P(Z =k) = P(min{X,Y} = k) = (1)
=P X=kKPY >k +PX=kPY=kK+PX>kEPY=k=... (2
Szansa, ze zajdzie P(X > k) (wiecej niz k prob do pierwszego sukcesu) wynosi P(X > k) =
(p — 1)k, wobec tego:

L=p(l=p Tl A=) pl—p) e =) A= p)F e =)L (3)
=) pL =) +pr(l =)+ (1 =p)r(l =) (4)
[(1=p) (1 =r)]" " [p(1 =) +pr + (1 = p)r] ()

= A=) =) p+r—pr] (6)
(1 (7)



1.7 TL7

Wezmy X ~ Geo(p). Pokazmy, ze zachodzi nastepujaca zalezno$é:
PX=n4+m|X>m)=P(X=n) nmeN

Wiemy, ze P(X = k) = p(1 — p)*~1, zatem zapiszmy:

P(X:n—|—m|X>m)=P(X;(;Tz/gl‘;(>m):... (1)

Z X = n+ m jednoznacznie wynika z X > m, zatem:

—n m _ n+m—1
o P(;(;X u —;) ) _ p(l(1 f)p)m —p(1—p)" ! = P(X =n) (2)

Wymyslmy rozsadng interpretacja powyzszego faktu.

e Niezaleznie od ilosci porazek, ktore uzyskaliémy wczesniej, rozktad prawdopodobienistwa
X nie zmienia sie - nie przybliza nas do sukcesu.

1.8 8L7

Zalozmy, ze E(R) = 100 oraz var(R) = 100. Zastosujmy nieéwnos$é Markowa oraz Czebyszewa
do oszacowania z gory P(R > 200).

Nierownosé Markowa:
P(R>200) < ——=— == (1)

Nier6wnosé Czebyszewa:

P(R > 200) = P(R — 100 > 100) = P(|R — 100| > 100) = (2)
var(R) _ 100 1
1002~ 1002~ 100

= P(|R - E(X)| > 100) <
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