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1 Lista 9

1.1 1L9
Pokazmy, ze dla dowolnych a, b, ¢, d € R takich, ze ac # 0 wspotezynnik korelacji
cov(X,Y
OxXO0y
spelia p(aX +b,cY +d) = p(X,Y).
Wezmy:
plaX +b,cY +d) = (1.1.1)
_cov(@X +bcY+d) (1.1.2)
UaX+bch+d
_E((aX +b)(cY +d)) —E(aX +b)-E(cY +d) (1.1.3)
V/var(aX +b)y/var(cY + d) -
_ E(acXY + adX +beY +bd) — (aB(X) +b)(cE(Y) +d) (1.1.4)
\/a2var(X)\/c2var(Y) h
_ acE(XY) 4+ adE(X) + bcE(Y) + bd — acE(X)E(Y) — adE(X) — bcE(Y) —bd
- ac-oxoy B
(1.1.5)
_ ac[E(XY) - E(X)E(Y)] _ (1.1.6)
ac-oxoy
_cov(XY) _ (1.17)
OxX0Oy
oY) (1.1.8)

1.2 2L9

Rzucamy dwiema szczesciennymi kostkami, niech X - mniejszy, Y - wiekszy z rzutéw.
Obliczmy cov(X,Y) oraz p(X,Y).
7 zadania 1L6 wiemy, ze wartosci

91
EX)=— 1.2.1
(X) = o (12.)
161
EY)=— 1.2.2
)= (122)
(1.2.3)
Ponadto z zadania 3L.7 mamy
2555
X)=—— 1.24
var(X) = 5ox (1.2.4)
2555
Y)=—— 1.2.5
var(Y) = 1906 (1.25)
(1.2.6)



Wyznaczmy teraz

V)=> Y ay-PX=aAY =y)=... (1.2.7)
Ty
Zmajac rozktad taczny z zadania 11.6 mozemy zsumowaé wszystkie kombinacje prawdopodobienistw:
1
:%~(1+4+9+16+25+36)+ (1.2.8)
2
+% (24+3+6+4+84+124+5+10+15+20+6+124+184+24+30)= (1.2.9)
441
_ 44l 1.2.10
6 ( )

Zatem

441 91 161 1225
cov(X,Y) = E(XY) ~ B(X) - B(Y) = 5 — 52 - 5 = 500 ~ 0.94 (1.2.11)

oraz
X,y) i
(X, vy = VLY 1296 ., ().48 (1.2.12)
Ox0Oy 1296
1.3 3L9

Niech X;,Xs ~ U([0,1]) - niezalezne zmienne losowe. Niech ¥ = min{X;, X>}, Z =
max{X1, Xo}. Obliczmy cov(Y, Z) oraz p(Y, Z).
TBD.

1.4 4L9

Niech X ~ U([0,7]) i niech Y = sin(X), Z = cos(X) Sprawdzmy zaleznos¢ i korelacje.
Z zadania 2L8 pamietamy nastepujace fakty:

B(Y) = % (1.4.1)
E(Z)=0 (1.4.2)
Wyznaczmy E(Y Z), wiedzac ze fx(z) = L
E(YZ) = E(sin(X) cos(X)) = /Oo sin(x) cos(z) fx (z)dx = (1.4.3)
= /Oﬂési (2x)— —/ sin(2z)d (1.4.4)
1 |1
=513 cos(2x) } = [cos(27r) —cos(0)] =0 (1.4.5)
Policzmy zatem cov{Y, Z}
cov(Y. Z) = B(YZ) — B(Y)E(Z) = 0 % 0=0 (1.4.6)



Wobec tego mamy pewno$é, ze zmienne sa nieskorelowane. SprawdZzmy natomiast zaleznosé
zmiennych.

1 1

1
PYS-ANZ<L < - 1.4.7
Obie funkCJe sa powyzej y = % Jedyme w przedziale [, ] Zobaczmy natomiast, ze osobno,
Y < 1 w przedziale [3,7], a Z < § w przedziale [, 7]. Wtedy:
1 1 1 2 2
PYK<Z)-PZ< < - == 1.4.8

Widzimy, ze warunek niezaleznosci nie zostal spelniony, wiec zmienne losowe Y, Z sa zalezne
nieskorelowane.

1.5 5L9

Wyznaczmy funkcje tworzace prawdopodobienistwo oraz funkcje tworzace momenty zmiennej
losowej X ~ Geo(p)

px(2) =E(z")=> 2"P(X=n)=> z"p(l—-p)" ' = (1.5.1)
n>0 n>0
:Z p(1—p) —pzZz" 1—-p —pzz = (1.5.2)
n>1 n>1 n>1
1 pz
_ 1 — n _ — 1.5.3
N e e e (153)
Oraz MGF:
tX t pe!
x(0) = B(e) = ox(e) = ;s (15.4
Wyznaczmy nastepnie wartosé¢ oczekiwana i wariancje
d pz p p 1
E(X)=¢\(1) = — = = =- 1.5.5
W= =g " a o T a1 Y
(1.5.6)
Wyznaczmy pomocniczo ¢4 (1)
2(p—1) 2(1—p)
") = il (z) = P - = 1.5.7
P e EARR (S (= E= (150
Wobec tego
20—-p) 1 1 2—2p+p—1 1-p
_ 2 _
var(X) = ¢ (1) + ¢’ (1) = (¢’ (1))* = R + ' p i 2
(1.5.8)
Wezmy zmienna losowa Y ~ NB(k,p), mozemy z poprzedniej czesci zapisaé:
t
pe
M = 1.5.
x(t) 1= el —p (1.5.9)
k
My (1) = My (8) = [T Mx(t) = (Mx(2))* (15.10)
=0 .



1.6 6L9

Mamy wyznaczy¢ MGF dla zmiennej losowej o standardowym rozkladzie normalnym X ~
N(0,1). Znajac PMF dla rozkladu normalnego:

M)

fx(@t) = L%

x z2

> xt 1 a2 1 > xt — 5
Mx(t) = e Ee 2dac:E e’ e T dr = (1.6.1)

= 1 / e_%(l‘—t)Q“!‘%dx = 1 e% / e_%(x_t)zdx - 1 e§\/% - 67
V2T J—so V2T —c0

(1.6.2)
Jedli teraz Y ~ N (i, 0?) to z wlasnosci MGF mozemy napisaé:

My (t) = Myx4,(t) = E(e'OX W) = E(e'")E(e!7X) = (1.6.3)
= e Mx(ot) = e e(”;)2 = et“'*'# (1.6.4)

Wezmy dwie nowe niezalezne zmienne losowe X ~ N (uy,0%) oraz Y ~ N'(u2,03).
Mxiy(t) = Mx(t) - My (t) = (1.6.5)
B 1.6.6
— et(mtn2)+5(t* (07 +03)) (1.6.7)

Widzimy wobec tego Ze nasza nowa zmienna X +Y ~ N (1 + po, 03 + 03)
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