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1 Zadanie 1

1.1 Technologie wykorzystane w symulacji

W W W N NN =

(G132 BN ; BTG NG NGETNGT N

Do realizacji zadania wykorzystatem jezyk rust. Liczby pseudolosowe sg generowane za pomoca biblioteki rand _mt
(Mersenne Twister). Wykresy stworzylem za pomoca narzedzia matplotlib.

1.1.1 Pojedyncza symulacja

Do uzyskania wynikéw wszystkich pomiaréw, kazdorazowo losowany jest urna do ktérej zostanie wrzucona kula. W
trakei symulacji mierzone sg ilosci urn z 0, 1 oraz 2 kulami, oraz u(n) w tysiecznej iteracji. Po jej zakoriczeniu, czyli
po tym, gdy w kazdej z urn znajduja sie co najmniej dwie kule zliczana jest réznica d(n) — ¢(n).

let mut bins = simulation::create_bins(n);

let mut metrics = types::Metrics::new();

let mut count_O: u32 = n; // count occurrences of 0
let mut count_1: u32 = 0; // count occurrences of 1

let mut count_2: u32 = 0; // count occurrences of 2
let mut i = 0;
while count_2 !'=n || count_1 !'=n {

let selected = simulation: :randomly_place_ball(&mut bins, n);



match bins[selected] {

1 => {
count_1 += 1;
count_0 -= 1;
}
2 => count_2 += 1,
_={}

}
// [...] all checks

}

1.1.2 Grupa symulacji

Dla kazdego n € {1000, 2000, ..., 100000} wykonuje k& = 50 niezaleznych powtorzen a nastepnie usredniam wyniki
kazdej zbieranej wartosci. W celu usprawnienia predkosci jej wykonywania uzyltem biblioteki rayon, ktéra pozwolita
mi wykonywaé¢ symulacje na wielu rdzeniach CPU.

const SAME_SIM_REPS: usize = 50;
// [...]

let metrics_group: Vec<types::Metrics> = (0..SAME_SIM_REPS)
.into_par_iter()
.map(|_k| {
// [...] single simulation
b
.collect();

1.2 Wykresy
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1.2.5 Réznica dwéch powyzszych - R, = D(n) — C(n), "0, () r(n)
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2 Zadanie 2

2.1 Rezultaty
2.1.1 Omowienie rezultatow

W zadaniu pierwszym zostaly zaprezentowane wykresy obrazujace wyniki poszczegélnych symulacji oraz wartosci
§rednich mierzonych parametréw. Wykonane dla nich symulacje oraz u$rednione wyniki dla kazdego n pozwalaja
na wysnucie hipotez dotyczacych asymptotyki wartosci $rednich badanych wielkosci.

2.1.2 Koncentracja wynikéw wokoél wartosci Sredniej

Wraz ze wzrostem n widzimy wyrazne ekspansje przedzialéw w jakich znajduja sie wyniki poszczegblnych wartosci
mierzonych na wykresach liniowych. Wskaza¢ tu mozna na wartosci parametow B, C, D, R. Jest to zdarzenie ocze-
kiwane, zwigzane Scisle z ilo$ciag mozliwych wartosci ktore moze przyja¢ zmienna losowa pojedynczego rzutu kuli.
Im wigksze n, tym bardziej rozrzuconych wynikéw nalezy sie spodziewaé. Dopiero przy wyznaczonych Srednich ze
wszystkich £ = 50 przypadkéw mozemy zaobserwowaé istotne tendencje.

W przypadku zdarzenia U nie widzimy jednak duzego rozstrzalu wynikdéw z poszczegdlnych prob.

2.1.3 Hipotezy odnosnie asymptotyki badanych wielkosci

Znajac dwa ponizsze fakty:
Fakt. Big O Limit. Niech f,g € N — R™. Zachodzi:
f(n)

f(n)=0(g) = lirrlnﬁsotip o) < 00

Fakt. Big Theta Limit. Niech f,g € N — R*. Zachodzi:

) =etg) = (imsup 1 <.oc) n (timsup 220 o)

n—oo g(n) n—oo g(n)
Mozemy wysnué hipotezy na temat zaleznosci poszczegdlych mierzonych wartosci od parametru n:

b(n)

1. Moment pierwszej kolizji. Skoro wartosci na wykresie z rysunku 3-go \(/%) utrzymujg sie w niewielkim prze-

dziale, to hipoteza: b(n) = ©(y/n)
2. Liczba pustych urn. Ze wzgledu na wykres z rysunku 5-go mozemy napisaé hipoteze: u(n) = O(n)

3. Minimalna liczba rzutéw, po ktorej w kazdej z urn jest co najmniej jedna kula. Z rysunku 9-go mozemy
hipotetycznie okresli¢ asymptotyke na ¢(n) = ©(nlnn)



4. Minimalna liczba rzutéw, po ktérej w kazdej z urn sa co najmniej dwie kule. Z rysunku 13-go mozemy
hipotetycznie ocenié¢ asymptotyke d(n) = O(nlnn)

5. Roznica dwoéch powyzszych. Rysunki 15 oraz 17 sa bardzo podobne, wobec tego w tej prébce danych mozemy
wysnué dwie hipotezy r(n) = d(n) — ¢(n) = ©(n) lub r(n) = O(nloglogn). Wykresy sa zbyt zblizone do
siebie, abym mogt z wiekszg pewnoscia wybraé jeden z nich.

2.1.4 Intuicje stojace za nazwami Birthday paradox oraz Coupon collector’s problem

Birthday Paradox - Opisuje zaskakujaco wysokie prawdopodobienistwo, ze w relatywnie niewielkiej grupie osob
znajda sie dwie osoby, ktore maja urodziny w tym samym dniu. Matematyka wskazuje, ze w grupie zaledwie 23
0s6b prawdopodobieristwo, ze dwie z nich bedg mialy urodziny tego samego dnia, wynosi okoto 50%. Jest to wynik
nieoczekiwany i sprzeczny z poczatkowsa intuicja.

Coupon collector’s problem - Opisuje ile pojedyiiczych kuponéw musi losowo zebra¢ kolekcjoner aby méoc cieszy¢
sie pelng kolekcja. Aby mieé¢ co najmniej jeden egzemplarz kazdego typu, zbieracz musi podjaé¢ znacznie wiecej prob,
niz wynosi liczba uniklanych kuponéw.

2.1.5 Znaczenie Birthday paradox w kontekscie funkcji hashujacych

Birthday paradox znaczaco zmniejsza ilo§¢ wymaganych prob do znalezienia kolizji (dwoch réznych argumentow
dla ktorych funkcja zwraca ten sam wynik) w funkcjach hashujacych, wykorzystywanych w wiekszosci systemow
informatycznych. Jak wiadomo maja one postaé skonczonych ciaggéow bitow, wobec tego dla funkcji zwracajaych
krotkie ciagi mozliwe jest relatywnie szybkie znalezienie dwoch réznych ciagéw wejSciowych generujacych taki
sam hash. Zadaniem kryptograficznych funkcji hashujacych jest zatem wytworzenie wysokiej odpornosci na takie
przypadki, ktore potencjalnie moga prowadzi¢ na przyktad do przyznania nieautoryzowanych dostepow (hash hasta
znajduje sie w bazie danych pewnego serwisu). Rozwiazaniem jest stworzenie funkcji hashujacej zwracajacej wieksza
liczbe bitéw np SH A256, badz SH A512.

2.2  Wnioski

Symulacja odpowiada na zadane pytania oraz prezentuje wystarczajacy zestaw danych na wysnucie hipotez do-
tyczacych asymptotyki wartosci srednich badanych wielkosci z doktadnoscia do ©. Symulacja prezentuje réwniez
przyczyne sprzezonego z nig problemu - istotnego znaczenia Birthday Parador w tamaniu funkcji hashujacych.



