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1 Ciala Podzbiorow

Definition. Cialo podzbiorow. Ustalmy przestrzen Q. Rodzine zbiorow S C P(£2) nazy-
wamy cialem podzbioréw zbioru 2, jesli:

1. S#£0
2. AcS = A e S
3. ABeS — AUBE€S

Fact. Przekrdj w ciele podzbiorow. Jesli S jest cialem podzbioréw, to:

A BeS = AuBeS



Fact. Skonczony zbior indeksow. Jesli S jest ciatem podzbiorow € i dla pewnego nieskoric-
zonego zbioru indeksow zachodzi Vi € I(A4; € S), wowczas:

UAiESoraz ﬂAiGS

el i€l
Fact. Omega i zbidér pusty. Niech S bedzie cialem podzbioréow ), wowczas:

QeSorazes

1.1 Sigma cialo podzbioréw

Definition. o-cialo podzbioréw. Ustalmy przestrzen . Rodzine zbiorow & C P()
nazywamy o-cialem podzbiorow zbioru 2, jesli:

1. S#0
2. Ae S = A€ S
3. A1, Ay, €S = Ui)lAiGS

Cialo podzbioréw jest zamkniete na skoniczone sumy jego elementéw, natomiast o-ciato
podzbioréw jest zamkniete na sumy przeliczalne

Fact. Cialo z sigma ciala. Jesli S jest o-cialem podzbioréw €2 to jest tez ciatem podzbiorow
Q. Kazde o-cialo zawiera () oraz .

Fact. Skonczone cialo podzbiorow (). Jesli S jest skoriczonym cialem podzbiorow (2,
to S jest o-ciatem podzbiorow Q (przeliczalne sumy redukuja sie do sum skoriczonych)

Information. Przyklad Sigma Cial. Zobaczmy przykltady o-cial:
1. P(£2) jest sigma cialem.
2. {0,Q} jest sigma cialem (nazywany zdegenerowanym).
3. Najmniejsze sigma cialo zawierajace A to {(), 4, A® Q}.

Definition. Sigma cialo generowane. Niech A C P(Q) bedzie rodzina podzbiorow .
Sigma ciatem generowanym przez rodzine A nazywamy rodzine podzbiorow:

o(A) = JH
gdzie H = {S C P(Q) : S jest sigma cialem A.AC S}

Niech A C P(2) bedzie rodzing podzbiorow Q. Wowczas istnieje najmniejsze o-cialo podzbiorow
Q zawierajace A.

Definition. Sigma cialo zbioré6w borelowskich. Sigma cialo generowane przez rodz-
ine wszystkich otwartych podzbioréw R nazywamy o-cialem zbioréw borelowskich prostej
rzeczywistej 1 oznaczamy je przez B(R) = B.

Information. Elementy B(R). Zobaczmy elementy zbioréw borelowskich:



1. wszystkie odcinki otwarte (a,b),a <b e R

2. polprosta (0,00) = J,,5,(0,n)

3. polprosta (—oo,0] = (0,00)¢ = Nz (=00, 1)
4. polproste (—o0,a) oraz [a,0),a € R

5. B(R) =oc({(a,b) :a,b e RAa < b})
6. B(R") = o({A CR™: A jest zbiorem otwartym})

2 Przestrzenie Mierzalne

Definition. Przestrzen mierzalna. Pare (5, S), gdzie S jest niepustym zbiorem, a S jest
o-ciatlem podzbioréw S nazywamy przestrzenia mierzalng. Zbiory A € S nazywamy
wowczas zbiorami mierzalnymi.

Definition. Miara. Niech (S, S) bedzie przestrzenia mierzalng. Miara na przestrzeni nazy-
wamy funkcje zbioru p: S — [0, 00, taka ze:

1. u@ =0

2. dla dowolnej rodziny {E),},>1 parami roztacznych zbioréw z S, zachodzi:

K U E,| = ZN(En)

n>1 n>1
Trojke (S, S, 1) nazywamy przestrzenia z miara.

(wlasnosé 2 to przeliczalna addytywnosé)

Information. Miara Lebesgue’a. Miara Lebesgue’a na przestrzeni (R, B)staniowi natu-
ralng formalizacje pojecia dtugosci.

AM[a, b)) =b—a

Uwaga, istniejg zbiory niemierzalne w sensie Lebesgue’a.

2.1 Przestrzen probabilistyczna

Definition. Przestrzen Probabilistyczna. Nazywamy trojke (Q, S, P) taka, ze Q@ £ (,S C
P(£2) jest o-cialem podzbioréw 2, a P : § — [0,1] jest funkcja zbioru (nazywana praw-
dopodobienistwem) spehiajaca:

1. P(Q)) =1
2. Jesli (Ay,)n>1 jest rodzing parami roztacznych zbioréw z S to:

P U A, | = ZP(AH)

n>1 n>1



P jest miara na przestrzeni (2, S)
Miare spelniajaca warunek 1. nazywamy miarg probabilistyczna.

Fact. Fakty z Przestrzeni probabilistycznych. Z definicji widzimy, ze:
1. P(0) =0

Information. Notacja w Przestrzeni probabilistycznej. Wprowadzamy nazewnictwo:
) - przestrzen zdarzen elementarnych (w € ) - zdarzenie elementarne)

S - o-cialo zdarzen. (A € S) - zdarzenie

P - prawdopodobieristwo, P(A) - prawdopodobieristwo zdarzenia A € S

2.2 Przestrzen kombinatoryczna
Przestrzen (9, S, P), gdzie:

1. |9Q] <

2. §=7P(Q)

3. P(A)=|A|/|Q],AeS

2.3 Przestrzen dyskretna skoriczona
Przestrzen (Q, S, P), gdzie:
1. Q={wi,...,wn}
2. S =P(Q)
3. P zadane przez wektor (p1,...,pn), pi =0,> 0 pi=1
4. P({wi}) =pi
5. Dla A C Q okreslamy P(A) =3 ., P{Q}) = ZwieApi

2.4 Przestrzen dyskretna nieskonczona (przeliczalna)

Przestrzen (2, S, P), jak wyzej tylko P jest zadane przez ciag (p1,p2,.-.)

Jesli  jest przeliczalna to za o-cialo mozemy bezpiecznie przyjaé¢ P()

2.5 Geometryczny model Prawdopodobieristwa

Wezmy Q € B(R™), taki ze \"(Q2) < oo. (Miare Lebesgue’a w R™). Ustalmy S = B(Q).
Wtedy:

_A(4)
~ @)

n =1 - dlugosé, n = 2 - pole powierzchni, n = 3 objetos¢.

P(A) AeS



3 Prawdopodobienstwo Warunkowe

Definition. Prawdopodobienstwo Warunkowe. Ustalmy przestrzen probabilistyczna (2, S, P).
Niech A, B € § i zalozmy, ze P(B) > 0. Prawdopodobieristwo warunkowe zdarzenia A pod
warunkiem zdarzenia B okreslamy jako:

P(AN B)

PUAIB) = =5 5

Fact. Prawdopodobiennstwo Warunkowe jest dobrze okreslone. Ustalmy przestrzen
probabilistyczng (€2, S, P), niech B € S bedzie zdarzeniem takim, ze P(B) > 0. Niech:
Pp(A)=P(A|B),dla Ae S

Woweczas (2, S, Pg) jest przestrzenia probabilistyczna.

3.1 Prawdopodobienstwo Catkowite

Definition. Prawdopodobienstwo Calkowite. Ustalmy przstrzen probablistyczna (Q, S, P).
Niech {A1,...,A,} bedzie rozbiciem Q na zdarzenia V1 < i < n(4; € S)A; N A; =0 dla
i # j oraz |J;_, A; = Q. Niech B € S Wtedy:

P(B)=> P(BUA4;)
i=1
Jesli ponadto P(A4;) > 0dla 1l <i<n to:
P(B) =) _P(B|4;)- P(4;)
i=1

Fact. Rozbicie. Jesli {A;,...,A,} jest rozbiciem  na zdarzenia, a B € S, takie ze
P(B) >0, to:

n

> P(A|B) =1

i=1

3.2 'Wzér Bayesa

Definition. Wzoér Bayesa. Ustalmy przestrzen probabilistyczna (2, S, P). oraz rozbicie
Q na zdarzenia Ay, ..., A,, takie ze P(A;) > 0 dla 1 <i < n. Niech B € S bedzie takie, ze
P(B) > 0. Wtedy dla 1 < ¢ < n mamy:

P(B|A;) - P(Ai)

P(A1|B) = Z?:l P(B|A]) P(AJ)
Dla n = 2:
- P(BJ|A)- P(A)
PAIB)= (B1A)- P(A) + P(BIAC) - P(A7)



4 Zdarzenia niezalezne
Definition. Zdarzenie niezalezne. Zdarzenia A i B sa niezalezne, gdy:
P(ANB)=P(A)-P(B)

Powiemy, ze zdarzenia Ay, t € T (T - zbiér indeksow) sa niezalezne, jesli dla dowolnych
réznych indekséw iq,...,1, € T zachodzi:

n n

() 4 = T Ps)

j=1 Jj=

Information. Niezaleznosé, a prawdopodobienstwo warunkowe. Jesli zdarzenia A i
B sa niezalezne oraz P(B) > 0, to:

P(A|B) = P(A)

5 Zmienne Losowe

Definition. Zmienne Losowe. Ustalmy przestrzeni probabilistyczna (2, S, P). Zmienna
losowa nazywamy funkcje X :  — R taka, ze:

(VBeB)(X '(B)={weQ: X(we B}cS)

(Intuicja) Kazdemu zdarzeniu B € B moge przyporzadkowaé¢ ppb. odpowiadajace ppb.
zdarzenia z () reprezentowanego przez B, czyli P(X ~!(B))

Definition. Funkcje mierzalne. Niech (S,S) oraz (T,7) beda przestrzeniami mierzal-
nymi. Funkcje f: S — T nazywamy funkcja S/7-mierzalna, jesli

(YVBeT)(f Y (B)={secS: f(s)e B}€S)

Zmienne losowe to funkcje mierzalne z (22, S) w (R, B).
(Zachowuje strukture o-cial)

Fact. Funkcje ciagle. Funkcje ciagle sa mierzalne.
Definition. Réwnosé prawie wszedzie. Niech (S,S, ) bedzie przestrzenig z miara, a
fig : S — R beda funkcjami mierzalnymi (S/B mierzalnymi). Mowimy, ze f i g sa réwne

u-prawie wszedzie, jesli:

p{s € S: f(s) #g(s)} =0
Information. Oznaczenie. Dla dowolnego B € B niech:
Px(B)=(PoX H(B)=P(X YB)=P{wecQ:X(w)eB})=P(X cB)

Prawdopodobienistwo Px na przestrzeni (R, B) oznaczamy rozkladem zmiennej losowej X.



5.1 Dystrybuanta

Definition. Dystrybuanta. (Cumulative Distribution Function -CDF ) zmiennej losowej
X : Q — R nazywamy funkcje Fy : R — [0, 1] taka, ze:

Fx(t) = P(X <1) = P({w € Q: X(w) < t}) = P(X~}((=00,1]))
Information. Wlasno$ci dystrybuanty. Niech X : @ — R bedzie zmienng losowa
1. dystrybuanta Fx(t) jest funkcja niemalejaca tzn.

(Vs,t € R)(s <t = Fxs) < Fx(t))
2. granica dystrybuanty w co, —oo wyraza sie poprzez:

tli}rgoFX(t) =1 oraz )i?}}oFX(t) =0
3. dystrybuanta Fx (t) jest prawostronnie ciagla tzn.

(o € ®) ( fim Px(t) = Fx(a)

Theorem. Twierdzenie. Funkcja F': R — [0, 1] jest dystrybuanta pewnej zmiennej losowej
wtedy i tylko wtedy,g dy spelnia powyzsze 3 warunki.

5.2 Dyskretna zmienna losowa

Theorem. Dyskretna zmienna losowa. Rozklad dyskretnej zmiennej losowej X jest wyz-
naczony jednoznacznie przez okreslenie ppb. przyjmowania dla poszczegdlnych wartosci
przez X (P(X = z)) dla kazdego x € rng(X). Dla dowolnego A € B mamy:

P(X € A)=P{we: X(w) e A} (1)
=P{weN: X(w) e Anrng(X)}) (2)
—p U {=} (3)
z€rng(X)NA
= Z P(X =x) (4)
zerng(X)NA

Definition. Funkcja masy prawdopodobieristwa. (Probablity Mass Function - PMF)
dyskretnej zmiennej losowej X nazywamy funkcje: px : rng(X) — [0, 1] zadana wzorem:

Fact. Wzo6r na Dystrybuante. Dystrybuanta dyskretnej zmiennej losowej X z PMF p,
zadana jest wzorem:

Fx()=P(X<t)= Y px(y)
yerng(X)y<t



Theorem. Istnienie zmiennej losowej o zadanym rozkladzie dyskretnym. Niech B =
{b; : i € I} bedzie przeliczalnym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych, takich ze b; # b,
dla i # j. Niech p;,i € I beda nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, takimi ze )., p; = 1.

Istnieje wowczas ppb. (2, S, P) i dyskretna zmienna losowa X : Q — R, ktorej PMF zadana
jest przez:

pX(bi) =p;,t € I oraz px(b) =0,b ¢ B.
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