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21 Lecture XXI|

I welcome you on the path to insanity.

Good luck :)



1 Lecture I - Sortowanie
Definiujemy problem:
1. Input: A = (a1,...,an),|4|=n

2. Output: Permutacja tablicy wyjsciowej (af, a5, ..., al), takie ze: a] < ah < -+ < al,.

1.1 Worst-case analysis

T(n) = max {#operacji po wszystkich |n|-wejsciach} (1.1.1)

wszystkie wejscia

1.2 Average-case analysis

Zakladamy pewien rozktad prawdopodobienstwa na danych wejsciowych. Z reguty myslimy
o rozktadzie jednostajnym. Niech 7' - zmienna losowa liczby operacji wykonanych przez
badany algorytm.

E(T) — warto$¢ oczekiwana T (1.2.1)

Pé6zniej mozemy badaé¢ wariancje, oraz koncentracje.

1.3 Analiza losowego sortowania

Dla poprzedniego algorytmu zobaczmy, ze: n! ~ v/27wn (%)n [czyli fn) ~ g(n) = lim,— )

To jest tragiczna ztozonosé.

1.4 Insertion Sort (A, n)
(A7n) = ((alﬂ agz, ..., CLn), n)

for j =2...n

{
key = A[j]
i=j-1
while(i>0 && A[i]l>key) {
Ali+1] = A[i]
i=1-1
}
A[i+1] = key
}

Przyktad: A = (8,2,4,9,3,6),n =06
o 8.,2,,4,9,3,6 j=2i=1key=2while
o 2,8,,4,9,3,6
¢ 2,8,4,,9,3,6 j=3,i=2 key=d4 while



2,4,8,9,3,6

2,4,8;,9;,3,6 j=4,i=3,key =9 no while

2,4,8,9,,3;,6 j=D5,i=4 key=23 while

2,3,4,8,9,6

2,3,4,8,9;,6; j=06,i=25,key =6 while

2,3,4,6,8,9

<
<

| |
| > |

x| >x | x|
x | x| x |
Poréwnujemy element ze wszystkim co jest przed nim - wszystko przed j-tym elementem

bedzie posortowane. Insertion sort nie swapuje par elementéw w tablicy, a przenosi tam
gdzie jest jego miejsce.

1.4.1 Worst-case analysis - Insertion Sort (A4,n)

Odwrotnie posortowana tablica powoduje najwiecej przesunie¢. Poniewaz ustaliémy ze liczba
operacji w while zalezy od j, wtedy:

n—1 n—1

T() =3 0G-1)=3 0(G)=0|3 j]= (1.4.1)

j=1 j=1

=0 (1+;1 “(n— 1)> =0 <(”12)(”)> =0 <T;2) = 0(n?) (1.4.2)

1.4.2 Average-case analysis - Insertion Sort (A,n)

Policzmy dla uproszczenia, ze na wejSciu mamy n-elementowe permutacje, z ktérych kazda
jest jednakowo prawdopodobna p = % Sprobujmy wyznaczy¢ E, korzystajac z inwersji
permutacji. Warto$é oczekiwana liczby inwersji w losowej permutacji wynosi:

n2

E~ — 1.4.3

Pominelisémy state wynikajace z innych operacji niz poréwnywanie. W average-case bedziemy
okolo potowe szybiciej niz w worst-case.

Pseudokod bez przyktadu jest staby.

1.5 Przyktad zlozonosci

Patrzymy na wiodacy czynnik.

13n? + 91nlogn + 4n + 13'° = O(n?) (1.5.1)
= 13n? + O(nlogn) (1.5.2)



Chcieliby$my gdzie to konieczne, zapisaé¢ lower order terms.

Pytanie o dzielenie liczb - istnieja algorytmy, ktore ze wzgledu na arytmetyczne wtasciwosci
liczb sprawiaja, ze mniejsze liczby moga dzieli¢ si¢ dtuzej niz wieksze. Podczas tego kursu
nie omawiamy zlozonosci dla takich algorytmow.

2 Lecture II - Merge Sort
2.1 Merge sort (A,1,n)

Niech ztozonosé¢ T(n) - zloznosé algorytmu.

Funkcja Merge Sort stanowi o strukturze algorytmu:

MERGE_SORT(A,1,n)
if |A[1...n]| == 1 return A[1...n]
else
B = MERGE_SORT(A,1,floor(n/2))
C MERGE_SORT (A, floor(n/2)+1, n)
return MERGE(B,C)

| 0(1)

| T(floor(n/2))
| T(ceil(n/2))
| 0(n)

Funkcja Merge pozwala laczyé poszczegdlne wywotania rekurencyjne:

MERGE(X[1...k], Y[1...1])
if k = 0 return Y[1...1]
if 1 = 0 return X[1...k]
if X[1] <= Y[1]

return X[1] o MERGE(X[2...k], Y[1..

else

return Y[1] o MERGE(X[1...k], Y[2..

MERGE (A,B)

21 ---> [1] + MERGE(A,B (bez 1))
79

13 10

19 11

20 14

29 --->1[1,2] + MERGE(A (bez 2),B)
7 10

13 11

19 14

20 .

--->[1,2,7,9,10,11,13,14]
19 .
20 .

---> [1,2,7,9,10,11,13,14,19,20]

1D

1D



(101, (21, [s1, [31, (71, [13], [11, [e]

(2, 101, [3,8], [7,13], [1,6]

2,3,5,10], [1,6,7,13]

[1,2,3,5,6,7,10,13]

Ztozono$é obliczeniowa merge-a wynosi O(k 4 1) - w najgorszym przypadku bierzemy na-

jpierw z jednej strony, potem z drugiej i na zmiane.

T(n) :T(gJ) +T([§D +0(n) (2.1.1)
(2.1.2)



Rozpiszmy tzw drzewo rekursji:

cn | cn
/ N\ |
cn/2 cn/2 | cn
/ 0\ / 0\ |
cn/4 cn/4 cn/4 cn/4 | cn
|
[...] |
|
0(1) ... 0(1) ... 0(1) # liSci mamy n | cn

Musimy dodaé¢ wszystkie koszty, ktore pojawity sie w drzewie. Dodajmy pietra, a nastepnie
zsumumjmy. Zeby zna¢ wysokos$¢ drzewa interesuje nas dla jakiego h zajdzie 5 = 1

n
on =1 — 2"=n = h=logyn (2.1.3)
Zatem ztozno$¢:
logn
Z en = enlogn ~ O(nlogn) (2.1.4)
i=1

3 Lecture III - Narzedzia do analizy algorytmow

Drzisiejszy wyktad prowadzi GODfryd

3.1 Notacja asymptotyczna
e Big-O (O-duze) f :N >R
o BigQ (Q-duze) f: N — R
o Big-O (O-duze) f: N >R
e Small-o (o-male) f: N — R

3.2 Notacja Big-O
Definition. Notacja Big-O. Funkcja f(n) € O(g(n)), gdy:
f(n) = 0(g(n)) = (3¢ > 0) (3ng € N) (Vn > no) (|f(n)] < c-[g(n)])
Przyktad: 2n? = O(n?), dla ng = 2, ¢ = 1 definicja jest spetniona.
Pomijamy tutaj stale - interesuje nas rzqd wielko$ci

O(g(n)) = {f € N* : f spelnia definicje}

O(g(n)) jest klasa funkcji, ale jako informatycy mozemy zapisywaé f = O(g), zamiast f €
O(g). Notacja nie ma symetrii, to znaczy f = O(g) » g = O(f)



Fact. Definicja Big-O za pomoca granicy. Mozemy zapisa¢ alternatywnie:

f(n)

g(n

f(n) = O(g(n)) = limsup

n—oo

X

f(n)

g(n)

Uwaga. Jesli lim,, < oo (istnieje), to:

= lim
n—oo

g(n)

lim sup
g9(n)

n—oo

f(n)’ ‘f(n)

Przyktady:

{f(”) =n (3.2.1)

JW:{L 2 |» (3.2.2)

Granica nie istnieje.

Fact. Dokladnos$é zapisu Big-O. Pomijamy sktadniki nizszego rzedu jako mniej istotne,
ale podkreslamy ze istnieja;

f(n) =n®+0(n* = (3h(n) = O(n?)) (f(n) =n®+ h(n)) (3.2.3)
Rozwazmy nastepnie stwierdzenie:
n®+ 0(n) = O(n®) = (Vf(n) = O(n)) (3h(n) = O(n?)) (n® + f(n) = h(n)) (3.2.4)

Rozumiemy to nastepujaco - dodajac dowolna funkcje z klasy funkcji liniowych do n? otrzy-
mamy funkcje z klasy funkcji kwadratowych.

3.3 Notacja Big-2
Definition. Notacja Big-Q. Funkcja f(n) € Q(g(n)), gdy:

f(n) =Q(g(n)) = (3> 0) (3ng € N) (Vn > no) (|f(n)| > c-[g(n)]) (3.3.1)
biorac ¢’ = ¢ > 0 mamy: (|g(n)| < ¢ - |f(n)]), czyli g(n) = O(f(n)).
Przyktad:
2n? = O(n?) (3.3.2)
n® = Q(2n?) (3.3.3)
n = Q(logn) (3.3.4)

Kazda funkcja jest Omega od siebie samej.

10



3.4 Notacja Big-0
Definition. Notacja Big-©. Funkcja f(n) € ©(g(n)), gdy:

f(n) = ©(g(n)) = (3e1, ¢2 > 0) (Fng € N) (Vn > no) (e - [g(n)| < |F(n)] < ez - [g(n)])

Przyktad:
n? = 0(2n?)
n? = 0(n?)
n* + 3n% +logn = O(n?)
Fact. Dokladno$é zapisu Theta.

f(n) =0(g(n)) = f(n) = O(g(n)) A f(n) = Q(g(n))

Rozwazmy przypadek patologiczny

3.5 Notacja small-o
Definition. Notacja small-o. Funkcja f(n) € o(g(n)), gdy:
f(n) = o(g(n)) = (Ve > 0) (Ing € N) (Vn > no) (|f(n)] < ¢ |g(n)])

Rownowaznie:

f(n)

n) =o(g(n)) = lim ﬂ =
) = ofg(n)) = lim | T2 =0
Przyktad:
n = o(n?)
n? = o(n®)
n3 = o(2")

3.6 Notacja small-w

Definition. Notacja small-w. Funkcja f(n) € w(g(n)), gdy:

f(n) = w(g(n)) = (Ve > 0) Bno € N) (Vn > no) (|f(n)] > ¢ - [g(n)])

Rownowaznie:

f(n)

g(n

F(n) = w(g(n)) = lim

n—oo

=0

Przyktad:
3.14n* 4+ n = O(n*) = w(n)

11

(3.4.1)

(3.4.2)
(3.4.3)
(3.4.4)

(3.5.1)

(3.5.2)

(3.5.3)
(3.5.4)
(3.5.5)

(3.6.1)

(3.6.2)

(3.6.3)



3.7 Metody rozwigzywania rekurencji
e Metoda podstawienia (indukcji) - Cormen
e Metoda drzewa rekursji

e Metoda master theorem

3.8 Rozwigzywanie rekurencji
1. Zgadnij odpowiedz (wiodacy sktadnik)
2. Sprawdz przez indukcje, czy dobrze zgadlismy
3. Wylicz state

Information. Historyjka. Dwoch przyjaciol zgubito sie podcezas podrozy balonem.
e "Gdzie jestesmy?"
e "W balonie."

Osoba, ktora spotkali, byla matematykiem.

Odpowiedz byta precyzyjna, doktadna i caltkowicie bezuzyteczna.

3.9 Metoda podstawiania - Metoda dowodu indukcyjnego

Przyklad 1. Rozwiazmy réwnanie rekurencyjne:
T(n) = 4T (g) +n T(1) =06(1) (3.9.1)

Zalozmy, ze T(n) = O(n?) - pokazaé, ze T'(n) < c¢-n?. dla duzych n.
1. Krok poczatkowy T'(1) = O(1) < ¢+ 13 = ¢ ok.
2. Zalozmy, ze Vi< T(k) < c-k? (zal. indukcyjne, nie ©(k3) - chcemy konkretna stala c)
3. T(n) =4T (%) —|—n<4c(%)3+n: sen® +n=cn® — fen® +n < cnd.
4. Wystarczy wskazaé c, takie ze %cn?’ —n>0,npc>2
5. Pokazalismy, ze T'(n) = O(n?)
Zalézmy, ze T(n) = O(n?) - pokazaé, ze T'(n) < c¢-n?. dla duzych n.
1. Krok poczatkowy T'(1) = O(1) < ¢+ 12 = ¢ ok.
2. Zalozmy, ze Vi<, T(k) < ¢ k? (zal. indukcyjne)
3. T(n) =4T (%) +n<4c(%)2+n:cn2+n=cn2 —cn? 4+ n < cn?.
4. Tego sie nie da pokazaé - nie jest prawda, ze T(n) = O(n?)

Wzmocnijmy zatem zatozenie indukcyjne:

12



1. T(n) < c1n? — can (zal. indukceyjne)

2. T(n) =AT (2) +n < 4(c12% — c2%) +n

3. =cn? —2con+n=cin? — (2c5 — 1)n <

4. < en? — can

5. Wezmy c; = 1,co = 2, wtedy T'(n) < n? — 2n = O(n?)
Przyklad 2. Wezmy paskudna rekursje T'(n) = 2T (y/n) + log n.
Zaloézmy, ze n jest potega 2 oraz oznaczny n = 2™, m = logy n.

T(2™) = 2T((2™)?) + m (3.9.2)

Oznaczmy T'(2™) = S(m). Wtedy:

S(m) = 28 (%) +m (3.9.3)
(dobrze znana rekurencja - S(n) = O(mlogm)) - patrz Lecture 2. Przejdzmy z powrotem
na T, n:

T(2™) = S(m) (3.9.4)
T(2™) = O(mlogm) (3.9.5)
T(n) = O(lognloglogn) (3.9.6)

Formalnie pokazalisémy to tylko dla poteg 2 - musieliby$my jeszcze indukcyjnie to udowodnié.

Kiedy podtogi i sufity majg znaczenie?

4 Lecture IV - Metoda drzewa rekursji

4.1 Metoda drzewa rekursji

W danym wezle wstawiamy koszt operacji. Sumujemy koszty weztéw na danym poziomie.

T(n) =T (g) 4T (%) +n2, T(1)=06() (4.1.1)

Chcemy sumowaé koszty na danym poziomie, a potem napisa¢ pelng sume.

n-2 | n~2
/ \
(n/2)"2 (n/4)"2 | 5/16 n~2
/ \ / \
(n/4)"2 (n/8)~2 (n/8)"2 (n/16)"2 | 25/256 n~2 = (5/16)"k n~2

13



Nie mogloby byé mniej niz n2, bo juz w pierwszym rzedzie jest n?.

Nie jest to dokladne, ale dostaliSmy goérne ograniczenie.

/\
/ /N
// N\ (h)
/ / (od pewnego momentu nie ma czeSci drzewa)
!/
/7
/
(|0

Wysokosci roznig, si¢ o stata:

Za chwile bede dodawal rzeczy, ktore nie istniejg

Pamietajmy, ze:
alogb n __ nlogb a

14

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)



H=log,(n)

Ty = 3 (156>kn2 -

k=0

:né(z)k:

_ 16 5 5 5 67
EETIERETI
Rozwazmy ograniczenie dolne:

h=log,(n)

Tn)= > <156>kn2n2111 (160~(

k=0

Zatem wiemy, ze:

T(n) = O(T(n)) = O(T*(n))
T(n) = UT(n))
T(n) = 0O(n?) = %nQ + o(n?)
4.2 Metoda iteracyjna
T(n) = 3T((g)) +n=
7 =3 (37 ((55)) + (7)) +n =7 (55

T(n)=n+%n+9(3T(3)+3) =

Wyznaczmy koniec iteracji:

To jest nic innego jak:

logy n
1 5 82
2
1652
" 11(6 5(16) >

)i S
-n+n=
4

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)

(4.1.12)

(4.1.13)

(4.1.14)
(4.1.15)

(4.1.16)

(4.2.1)
(4.2.2)
(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)



4.3 Master Theorem

Theorem. Master Theorem. Jesli T'(n) = a - T([%]) + ©(n?) dla pewnych stalych a >
0,b>1,d >0, oraz T'(1) = ©(1) to:

S} (nd) jesli d > logya
T(n)=4{0 (nd log n) jesli d=logya
S} (nl‘)gb“) jesli d < logya

T(n)=a-T (% +1) +O(n?) (4.3.1)
- . n
(n)=a-T (5) (4.3.2)

Dowdd
wielkos¢ . liczba podprobleméw
n ¢ n~d 1
n/b c (n/b)"d a
n/b"2 c (n/(b~2))"d a~2

koszt na poziomie ’k’ = ¢ (n/b~k)"~d
liczba podprobleméw na poziomie ’k’ = a’k

suma kosztdw ’k’-tym wierszu = ¢ (a/b~d)"k * n~d

Wysokosé drzewa rekursji

n
b—h:1:>h:10gbn (4.3.3)
Zatem:
log, n
Ty =0 S (L) 4.3.4
m=e(> (&) n (43.4)
k=0

Moge wziqé thete zamiast o, bo dos¢ doktadnie robie - ale troche nie

h
> d' = 1I_qq Zlk (h+1)

k=0 h=0

T(n)=0 |n Y (%)k (4.3.5)

16



(1) Jesli & < 1, to:

a < b? (4.3.6)
logy(a) < d zatem (4.3.7)
T(n) = 60(n%) (4.3.8)

(wiekszos¢ pracy dzieje sie z korzenia - okolic korzenia)

(2) Jesli 35 = 1, to:

a=0b? (4.3.9)
logy(a) =d (4.3.10)
T(n) = ©(n%logn) (4.3.11)

(suma kosztow w k-tym wierszu - kazdy wiersz kontrybuuje rownie mocno)

(3) Jesli 35 > 1, to:

a>b? (4.3.12)
logy(a) > d (4.3.13)
T(n) = O(n'°er ) (4.3.14)

(z kazdym kolejnym poziomem koszt rosnie - wiekszos¢ ztozonosci kryje sie na dole drzewa
rekursji)

Z tego co dzieje sie na poczgtku... albo na koricu, bo to moze byé scalanie
Stworzyliscie za duzo podproblemdiw.

d

Co jesli rekurencja nie ma n®, a ma nlog(n)? - mozemy przybliza¢

Przyktad
T(n) = 4T (%) +1ln a=4,b=2,d=1 (4.3.15)
logya =log,4=2>1=4d to jest przypadek (3) (4.3.16)
Tn) = © (w5 = © (%) = © (n2) (1:317)

Przyktad
T(n) = 4T (g) +3n? a=4b=3,d=2 (4.3.18)
logya =logz4 <2=d to jest przypadek (1) (4.3.19)
T(n) =0 (n?) =0 (n?) (4.3.20)
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Przyktad

4.4

1.
2.
3.

4.5

T(n) = 27T (%) +0.3)n° a=27,b=3,d=3 (4.3.21)
logy a =log327 =3 =d to jest przypadek (2) (4.3.22)
T(n)=06 (nd logn) = © (n’logn) (4.3.23)

Divide and Conquer
Podzial problemu na mniejsze podproblemy.
Rozwiaz rekurencyjnie mniejsze (roztaczne) podproblemy.

Polacz rozwigzania probleméw w celu rozwigzania problemu wejsciowego.

Wyszukiwanie elementéw w portowanej tablicy

e Input - posortowana tablica A[l..n], element x

e Output - indeks 7 taki, ze A[i] = z lub blad, gdy = nie wystepuje w A

5}
5.1

Binary search
if n =1, Aln] = = return n, else A does not contain x

. poréwnujemy x z A[F]

. jesli x = A[F] return &

. jesli x < A[%], BinarySearch(A[l..5 — 1], z)

. jesli x > A[%], BinarySearch(A[5 + 1..n], x)

Wy nie patrzcie na pseudokody na tablicy, tylko w ksigzce

n

T(n) =1 -T(Q) +o(1) (4.6.1)
T'(n) = O(logn) (4.6.2)

Lecture V - Divide and Conquer

Potegowanie liczby

e Input - liczba x, liczba caltkowita n

18



e QOutput - 2"
Bazowo zachodzi n — 1 mnozen = przez siebie. (czyli ©(n) operacji)
T x=za" (5.1.1)
Zr6bmy to sprytniej:

x% .22 dla parzystego n
gn =00 S0 Pareysies (5.1.2)
x 2z -x 2z -x dla nieparzystego n

Z liniowej liczby mnozen zeszliémy do logarytmicznej liczby mnozeri.

T(n)=1-T (g) +o(1) (5.1.3)
T(n) = O(logn) (5.1.4)

5.2 Wyliczenie n-tej liczby Fibonacciego

0 n=0
Fo={1 n=1 (5.2.1)
Fn—-1)+Fn-2), n>1

Normalne wywotanie funkeji to ©(p™)

Wykorzystajmy podejscie bottom-up, liczymy i zapamietujmy kazdorazowo Fs, F3, ... F,
Osiagnelismy ztozonosé liniowa ©(n)

1

Istnieje jednak zwarty wzor na F'(n) = % (w-s-c,an

2

) a to mozemy policzy¢ logarytmicznie.
Tu pojawiajq sie liczby - jak one sie nazywaly - (z sali) niewymierne.

Istnieje macierz, ktéra mnozona pozwala na policzenie n-tej liczby Fibonacciego.

Go) = (% An) (522)
Algorytm uzywajacy tego wzoru - polaczony z szybkim potegowaniem, ma ztozonosé¢ ©(logn).
5.3 Mnozenie Liczb
e Input: z,y (liczby n-bitowe)
e Output: x -y
Standardowe mnozenie w stupku to ©(n?) mnozen i ©(n) dodawan.

Zalozmy, ze n jest parzyste:
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rt=x5 2% +ap ( )
y=yL 2% +yr (5.3.2)
voy= (o0 2% +or)- (yr 2% +yg) = (5.3.3)
=y 2"+ (TLyr + TRYL) - 22 + TRYR ( )

T(n) = 4T (g) +0(n) (5.3.5)
a=4b=2d=1 (5.3.6)
logya=log,4=2>1=d (5.3.7)
T(n) = O(n?) (5.3.8)

Asymptotycznie nie zyskalismy nic.
Ten przypadek pokazuje, ze czasami nie wystarczy bezmyslnie podzieli¢ a potem scalié.

A co o tym mys$lal Gauss - tu jest duzo mnozen - cztery.

(a +1b)(c+id) = ac — bd + i(bc + ad) (5.3.9)
be+ad = (a+b)(c+d) —ac—bd (5.3.10)

Zobaczmy, ze ac, bd sa juz policzone wyzej - zamiast 4 mnozen, mamy 3 mnozenia.
z-y=wzryr2" + ((rr + 2r)(YL + Yr) — TLYL — TRYR) + TRYR (5.3.11)

Wykonujemy i zapamie¢tujemy mnozenia xyr,, trYr, (xr+2r)(yr+yr) - zamiast 4 mnozen,
mamy 3 mnozenia.

O(n) - wynika z przeunie¢ bitowych oraz dodawar.

T(n) = 3T (g) +0(n) (5.3.12)
a=3b=2,d=1 (5.3.13)

logya =logy,3>1=4d (5.3.14)

T(n) = O(n'°%23) = O(n'?) (5.3.15)

Najszybszy znany algorytm - na podstawie szybkiej transformaty fouriera ~ O(n - logn -
loglogn)

mutiply(x, y)
n = max {I|x|, lyl}
if n == 1 return x * y
x_L, x_R = leftmost(ceil(n/2),x), rightmost (floor(n/2),x)
y_L, y_R = leftmost(ceil(n/2),y), rightmost(floor(n/2),y)

pl = multiply(x_L, y_L)
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p2 = multiply(x_R, y_R)
p3 = multiply(x_L + x_R, y_L + y_R)

return pl << n + (p3 - pl - p2) << ceil(n/2) + p2
Podobnie mozemy mnozy¢ macierze.
5.4 Mnozenie macierzy
e Input: A, B - n-wymiarowe macierze
e Output: A- B
Naiwne mnozenie macierzy wykonuje ©(n?) mnozen.

Podzielmy macierz na 4 réwne czesci:

(6 )< (& 7)-(6e128 &rio) s
T(n) =87 () + O(n?) (5.4.2)
T(n) = O(n?) (5.4.3)

Znowu nic nie zyskaliSmy. Jestedmy w stanie wyeliminowaé jedno mnozenie - osiagajac os-
tatecznie ©(nl°827) ~ Q(n281).

Algorytmy state of the art - ©(n?polylog(n)).

5.5 Quick Sort

Algorytm na podzial - scalanie juz posortowanych. Pozwala na sortowanie w miejscu.

Al1..n]

| e |

1 p q n

A[1..n]

| | <= | | < | |
1 ) [pivot| q n

1. Podziel A[p..q] na dwie tablice: A[p..k — 1], pivot, A[k + 1..¢] takie, Ze:

Viep..k—11A[i] < pivot, Vieppq1..q Alj] > pivot

2. Quicksort(A4,p, k — 1)
Quicksort(A,l —1,q)

Przyktad - wezmy nieposortowana tablice:
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Quicksort(A,1,n)

6, 1, 4, 3, 5, 7, 2, 8] # pivot
->

[1, 4, 3, 5, 2, 6, 7, 8]

]
[}

Quicksort(A,1,5)
Quicksort(A,7,8) ->
[1, 4, 3, 2, 5, 6, 7, 8] # pivot

]
-

Quicksort(A,2,5) ->
[1, 3, 2, 4, 5, 6, 7, 8] # pivot = 4

Quicksort(A,2,3) ->
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] # pivot

Il
w

6 Lecture VI - Quicksort

Rozwazmy algorytmy stuzace do dzielenia tablicy w Quicksorcie

6.1 Lomuto Partition

Lomuto Partition(A, p, q) # Alp..ql

pivot = Alp]
i=p
for j=p+1togq
if A[j] <= pivot # expensive |A[p..q]l| = n, then (n-1) comparisons ~ Theta(n)
i=1+1

swap (A[i], [j]) # expensive, but if dependent
swap (A[i], A[pl) # pivot in between A[p..i] and A[i+1..q]
return i

A
|*| <= pivot |il pivot < [j| 7 |
P q

We either put the 7 element in the ’<= pivot’ part, or ’> pivot’ part

A

| <= pivot | * | pivot < |
1% q
Example

6, 10, 13, 5, 8, 3, 2, 11
* i j
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swap(5,10)

6, 5, 13, 10, 8, 3, 2, 11
*x ] J

do nothing

6, 5, 13, 10, 8, 3, 2, 11
* i j

swap(3, 13)

6, 5, 3, 10, 8, 13, 2, 11
6, 5, 3, 2, 8, 13, 10, 11
6, 5, 3, 2, 8, 13, 10, 11

swap(6, 2)

2, 5, 3, 6, 8, 13, 10, 11
* i J

return i = 3

Biorac pod uwage, ze dokonujemy n — 1 poréwnar, zlozonosé Lomuto Partition wynosi

O(n).

6.2 Hoare Partition

Hoare Partition(A, p, q) # Alp..ql
pivot = A[floor((p+q)/2)]

i=p-1
j=aq+1
while True
do
it++

while A[i] < pivot
do

j--
while A[j] > pivot

if i >= j return j
swap(A[i]l, A[j])
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* - pivot

Example
6, 10, 13, 5, 8, 3, 2, 11
ip * q ]
i * j # swap(6, 2)

2, 10, 13, 5, 8, 3, 6, 11
i * j # swap(10, 3)

2, 3, 13, 5, 8, 10, 6, 11
*

2, 3, 13, 5, 8, 10, 6, 11
i # swap (13, 5)

2, 3, 5, 13, 8, 10, 6, 11
*

j i
A
| <= pivot | < pivot |
p J q
return j

W Hoare Partition tracimy pivot ktéry moze ulec przesunieciu. Poréwnan robimy wiecej
ostala nte, ¢ = 1. Ztozonosé ©(n) - zdecydowanie mniej swapow, 2-3 razy mniej niz Lomuto
partition.

Qs(A,p,q)
if p<q
r = Partition(A,p,q)
QS(A,p,r-1)
QS(A,r+1,q)

6.3 Worst Case Analysis for QS

Najgorzej bedzie jak kazdorazowo bedziemy nieréwno dzieli¢ po 1-szym elemencie (odwrotnie
posortowana tablica).

cn
/ \
Theta(1) c(n-1)
/ \
Theta(1) c¢(n-2)

/ 0\
Theta(1) Theta(1)
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T(n) = T(n—1) + T(0) + O(n) (6.3.1)

T(n)=T(n—1)+0(n) <> c(n—i)+6(1) = (6.3.2)
1=0
= cZ(n —i)+0(n) = (6.3.3)
=0
- CW +On) = (6.3.4)
= 0(n?) (6.3.5)

6.4 Best case Analysis for QS
Najlepiej bedzie jak dzielimy na poél.

T(n) :T(g) +T<g> +0(n) (6.4.1)
T(n) = 2T (g) +0(n) 6.4.2)
T(n) = O(nlogn) (6.4.3)
6.5 Specific case analysis for QS

T(n) =T (%) 4T (?E) +0(n) (6.5.1)

cn | cn

/ N\ | cn

/ \ |
/ \
\
\

Po zsumowaniu kazde pietro bedzie mialo koszt cn. Zchodzimy korica wysokosci drzewa.

(190>hn _ (65.2)
n— (190)h (6.5.3)
h=logsg (6.5.4)
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6.6 Best/Worst case analysis for QS - Intuition

L(n) = 2U (%) +0(n) (6.6.1)
U(n)=L(n—1)+ L(0) + 6O(n) (6.6.2)
(6.6.3)

Zatem rozwiazmy ukltad réwnan:

L(n) =2 (L(g 1)+ @(n)) +0(n) (6.6.4)
L(n) = 2L (% - 1) +0(n) (6.6.5)
L(n) = ©(nlogn) (6.6.6)

6.7 Average case analysis for QS

Rozktad T, nie jest znany do dzis.

Zapiszmy dla 0 < k< n — 1:

T,, = # pordéwnan elementéow sortowanej tablicy, |[A| = n (6.7.1)
Xp(n) = {1 jesli partition podzieli tablice n-elementowa na (k, n-k-1) (6.7.2)
0 wp.p.
Mozemy wyznaczy¢ warto$é¢ oczekiwang zmiennej losowej Xj:
(n=1)! 1
B(X) =1-P(Xp =) +0-P(X =0)=1- P, =1) = "= == (67.3)

Zapiszmy wobec tego réwnanie na T),, uwzgledniajace wszystkie przypadki:

To+Thoy+n—1 if (0n-1) - split
Ty +Tho+n—1 if (1,n-2) - split
T, =4t L (6.7.4)
T+ Th—1-r +n—1 if (kn-k-1) - split
Too1+To+n—1 if (n-1,0) - split

n—1

T, _distr. Z Xk(Tk + T k1 +n— 1) (675)
k=0
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n—1
E(T,)=E (Z X(Th + Tng—1 + 1 — 1)) =
k=0

n—1

E(T,) = Z EXy(Ty +Th—p—1+n—-1)) =
k=0

n—1
E(T,) =Y E(Xg) E(Ty+ Ty j1+n—1)=
k=0

n—1

B(Ty) =~ 3" B(T) + E(Ty ) +n 1=
k=0

n—1 n—1 n—1
1
E(T,) = ( E(Tk)+ZE(Tnk1)+Zn—l> =
n k=0 k=0 k=0
n—1 1 n—1 1 n—1
E(T,) ==Y E(T)+ =Y Elnr1)+—-» n—1=
k=0 n k=0 n k=0
1 n—1 1 n—1
E(T,) ==Y E(T\)+-> E(Tp1)+n—1
n k=0 n k=0
2 n—1
E(T,) = - E(T})+n—1
k=0

Podstawmy dla wygody t,, = E(T},):

n—1
t, == Z ti +n — 1 rekurencja z pelna historia
=0

Mozemy usunaé historie odejmujac od siebie kolejne wyrazy rekurencji.

n—1
nity, :2Ztk—|—(n—l)n
k=0

(= tnr =23 bt (n—2)(n—1)
k=0

Zachodzi odejmowanie stronami

n—1 n—2
ntn = (n—Dtn 1 =2 tp+(n—1n-2Y t—(n-2)(n-1)
k=0 k=0

’Iltn — (n — 1)tn,1 = 2tn,1 + 2(’[7, — 1)
nt, = (n+ Dtp—1+2(n—1)
123 tn—1 n—1

n+l n n(n+1)
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Dokonajmy podstawienia f,, = nt7j|317 fo=0, f1=0:

n —

1
fn_fn71+2maf07fl =0 (6.7.21)
“ok-1
n=2) = 6.7.22
f ,; k(E+ 1) (6.7.22)
"2 1
n = 2 —_— = = . .
=2) 7 S (6.7.23)
k=1
fn:4znji—22n:1: (6.7.24)
k+1 k
k=1 k=1
fn=4(Hpy1 — 1) — 2H, (6.7.25)
1
n=4(H,+———1|-2H, 6.7.26
f ( * n+1 > ( )
4
f + n+1 ( )
Wréémy z podstawienia ¢, = (n + 1) fp:
BE(T,) =tn = (n+1)fy = 2nH, +2H, —4(n+1) +4 (6.7.28)
Hy=lnn+y+—+0(= (6.7.29)
n = n —_— - B
Ty 2n n2

Widzimy, ze wiodacy czynnik T,, = 2nlnn + O(n). Wiemy dlaczego QS jest dobry - §rednio
wykona 2n Inn poréwnari asymptotycznie.
7 Lecture VII - Quicksort - further analysis

| <= lpl < ... <= ql < |

Mozemy wyrdzni¢ dwa pivoty, w obrebie ktorych prowadzimy sortowanie. To wymaga
stworzenia nowego alogrytmu partition.

1. 1975 Sedgewick (liczba poréwnan w dual-pivot partition)
1 2

E(# dual pivot partition) ~ §6n = E(# QS) ~ %nlogn
2. 2009 Yaroslavsky, Bentley, Block - Dual pivot quick sort
3. 2012 Sebastian Wild, Nebel

. " 19

E(# dual pivot partition) ~ B = E(# QS) ~ 19nlogn

4. 2015 Aumuller Dietzfelbinger - zaprezentowali strategie count oraz pokazali jej opty-
malnosé:

3
E(# count partition) ~ o = E(# QS) ~ 1.8nlogn
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7.1 Strategia Count

Zaktadamy p < ¢ - rozpatrujemy warto$¢ oczekiwana, poniewaz jedynie pierwsze sprawdze-
nie z pivotem jest wymagane.

1 s_{i-1%} 1_{i-1}
| | <=p |l <...<=1]qlcX il ? |
a b

Rozpatrzmy i-ty element w podziale (pamictajac, ze p < q):

e jesli s,_1 > l;_1 to porownujemy kolejny A[i] najpierw z p, a potem ewentualnie z ¢
(jesli A[i] < p to nie musimy poréwnywac z q)

o jesli s;—1 < l;—1 to A[i] poréwnujemy najpierw z ¢, a potem ewentualnie z p

E(T,) = E(P,) = L > E(Ty1) + E(Ty—p-1) + E(T) (7.1.1)

(Z) 1<p<gsn

Tim Peters - Tim-sort - modyfikacja merge-sorta, wyznaczmy posortowane podciagi
przed merge-m, mergeujmy podobnej wielkosci tablice - specjalna polityka merge-owania.
... ograniczenie dolne, counting sort w czasie liniowym zbioru wielkosci O(n)

7.2 Counting Sort

Counting sort E| zaktada, ze kazdy z wejsciowych elementéw miesci sie w przedziale [0, k],
dla pewnego k € Z. Gdy k = O(n), to zlozonosé¢ algorytmu wynosi ©(n + k) = ©(n). Do
jego wykonania potrzebujemy tablicy pomocnicze;.

COUNTING-SORT(A, B, k)
let C[0..k] be a new array
for i = 0..k
Clil =0
for j = 1..length[A]
C[A[j1]1 = CI[A[j11 + 1
for i = 1..k
C[i] = C[i] + C[i - 1]
for j = length[A]..1
BIC[A[3111 = A[j]
C[A[j1]1 = C[A[j11 - 1

Counting sort ma wtasnosé stablinosci - zachowuje elementy tej samej wartosci w kolejnosci,
w jakiej wystepuja w tablicy wejsciowe;.

LCormen (194-196) - Chapter 8 - Sorting in Linear Time - 8.2 Counting Sort
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7.3 Radix Sort

Radix Sort polega na sortowaniu liczb w systemie pozycyjnym, przy pomocy innego stabil-
nego sortowania.

RADIX-SORT(A, d)
for i = 1..d
COUNTING-SORT(A, i)

8 Lecture VIII

8.1 Poprawno$é Radix Sort
Indukcja po t-numer cyfry.
1. Jesli liczby 1-cyfrowe to z poprawnosci Counting Sorta ok.
2. Zaltozmy indukcyjnie Radix Sort jest poprawny do ¢t — 1 cyfry.

3. Krok indukeyjny t-ta dwoch liczb jest taka sama. To z zalézenia indukcyjnego dalej
oraz stable property Counting Sorta liczby do t-tej cyfry dalej pozostang posortowane.
t-ta cyfra rozna: z poprawnosci counting sorta OK.

8.2 Zlozonosé obliczeniowa Radix Sort

|r-bitowy kawalek| r’b... | r’b... | ... | r’b... |
b-bitdéw dzielmy na kawatki (cyfry w podstawie r)

Mamy n, b-bitowych liczb, ktore dziele na (r-bitowe cyfry % takich cyfr).
Cyfry sa z |{0,...,2" — 1}| = 2". Zatem pojedyriczy counting sort n-liczb wzgledem jednej
cyfry to:

O(n+2") (8.2.1)

Zatem Radix Sort bedzie mial zltozonos¢ obliczeniowa

0 (i(n + 2r)> (8.2.2)
W celu ustalenia nalepszego r - minimalnego f - wykorzystamy funkcje W-Lamberta
fir)y= g (n+2") (8.2.3)
Zapropojujmy funkcje r = log n, wtedy:
o) (loZn (n+ 210g”)> -0 (ig%) = (8.2.4)
(8.2.5)

Zalozmy, ze zbiér sortowanych elementéw to:

{0,...,n% — 1} — do tego zbioru naleza b-bitowe sortowane liczby (8.2.6)
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Wtedy maksymalne b = log n® = dlogn:

)= 0 (dnlogn

(- logn

> =0(d-n) (8.2.7)

8.3 Statystyki pozycyjne

Definition. Statystyka pozycyjna. k-ta statystyke pozycyjna nazywamy k-ta najmniejsza
wartos$¢ z zadanego zbioru.

e Co sie dzieje, jesli k =1 — O(n).
e Co sie dzieje, jesli k =n — O(n).

e Co sig dzieje, jesli k = [251] v [2EL ] — sortowanie

8.4 RandomSelect(A,p,q,i)

Nazwa RandomSelect bierze sie z tego, ze wybieramy losowy element jako pivot. p to indeks
poczatkowy, ¢ to indeks konicowy, i to numer zadanej statystyki pozycyjne;j.

RandomSelect(A, p, q, 1)
IF p == q return A[p]
r = Rand_Partition(A,p,q) # jako pivota przyjmieny losowy element
k=r-p+1
IF i == k return A[r]
IF i < k return RandomSelect(A, p, r-1, i)
ELSE return RandomSelect(A, r+1, g, i-k)

Przyklad. Szukajmy 4-tej statystyki pozycyjnej (Pivot oznaczamy **’):

6, 10, 13, 5, 8, 3, 2, 11
*

Po podziale wzgledem pivota:

6, 5, 8, 3, 2, 10, 13, 11 RandomSelect(A, 1, 8, 4), r =6, k=6 -1+ 1 =26
*

Bierzemy lewa czesc:

2, 3, 6, 5,8 RandomSelect(A, 1, 5, 4)
*
Pivot index: r =2, k=2 -1+ 1 =2

I dalej:

6, 5, 8 RandomSelect(A, 3, 5, 2)
*

Pivot index: r =4, k=4 - 3 +1 =2

Zwracamy czwarty element posortowanej tablicy 6 (dla sprawdzenia: posortowana tablica):

2,3, 5, 6,8, 10, 11, 13
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8.5 Best Case dla RandomSelect

Kazdorazowo dzielimy tablice na pot.

T(n)=1-T (g) +©(n) n to partition (8.5.1)
a=1,b=2,d=1,logepl=0<1 = (8.5.2)
T(n) =0O(n) (8.5.3)

8.6 Worst Case dla RandomSelect

Kazdorazowo wybieramy pivot tak, ze dzielimy tablice na n — 1 i 0-elementowa czesé.

T(n)=1T (n—1) 4+ O(n) partition is unfortunate (8.6.1)
T(n) = O(n?) (8.6.2)

8.7 Average Case dla RandomSelect

¥ E(T}) (8.7.1)
1

E(T,)=(n-1)+

Sl

k=l

w3

Mozemy zapisaé¢ (rozbicia na k in —k — 1, z ktorych bierzemy tylko jedno z nich). Wiemy,
ze n — 1 to koszt Partition, zatem:

Tho1+n—1:(0,n—1)
Thot+tn—1:(1,n—2)
T, =1 (8.7.2)

T[%“ +n—-1: (I_%Jv |—%-|>

Mozna to rozwigzaé¢ indukcyjnie, aby wykazaé, ze E(T,) = ©(n).
Uwaga. Te przeksztatcenia wykonatem po wyktadzie

Wiemy, ze ograniczenie dolne na T,, wynosi {2(n), poniewaz n — 1 = O(n) to sam koszt dla
Partition. Ustalmy ograniczenie gorne metoda, ktéra wykorzystaliSmy przy analizie Quick
Sorta. Mamy:

X, = {1 jesli partition podzieli tablice n-elementowa na (k, n-k-1) (8.7.3)
0 wp.p.
Zauwazmy, ze k € {0,..., 5}, zatem E(X}) = % Zapiszmy nastepnie:
B
Tp =Y Xi(Tnpr+n—1) (8.7.4)
k=0
o (L2 3]
T,=—" Tr—k— -1 8.7.5
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Widzimy, ze druga suma jest O(n), zatem rozwazmy dalej pierwsza czesc:

1
T + O(n)

-1

n

2
T, ==
n

k

Il
©l3

Wystarczy pokazaé, ze pierwszy czlon réowniez jest O(n). Zrobmy to indukcyjnie.
2 n—1
Sp = — T;
n n Z k
k=3

Przypadek bazowy S; =T = O(1)
Zalozenie indukcyjne Vi<, Sk < ck. Przeprowadzmy krok indukcyjny:

2nfl 2n71
S:— S — =
n== D Te< ) ck
k=% k=2
n—1 %
2c
i DILEDIA B
k=0 k=0
_2c(n(n—-1) n(n+2)
- 2 8 =
2c
—§cn<cn
=<

Zatem S, < cn i ostatecznie T,, = O(n).

8.8 Select(A,p,q,i)

(8.7.6)

(8.7.7)

(8.7.8)

(8.7.9)

(8.7.10)

(8.7.11)

(8.7.12)

(8.7.13)

(8.7.14)

Algorytm ma duze podobienistwo z RandomSelect. Nie wybieramy losowego pivota - tylko

inteligentnie. Niech |A[p..q]| = n.

n

1. Dzielimy Alp..q] na | 2| piecio elementowych czesci oraz ostatnia czes$¢ rozmiaru < 5.

5

2. Sortujemy te grupy i wybieramy z kazdej z nich mediane. M = {mq,ma, ..

[el=

3. Znajdujemy mediang M : Select(M,1,[%], [%J)
tablica - da sie to zrobié¢ in place.

Mg}

—> x. M wyglada jak osobna

4. Ustaw x (mediane median) jako pivot Partition(A, p, q) Dalej tak samo jak Random-

Select, oczywiscie odpalac rekurencyjnie Select.
Dzielimy na 5 czeSci

sort 5-el czesSci, wyzn mediane
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Zapuszczam selecta na M, [M|=5

Pierwsze dwa kroki algorytmu zajma O(n) - podzielenie tablicy i posortowanie pigtek.
Po6zniejsze kroki sg dane jako rekurencja:

T(n)=T ((%]) + T(?) + O(n)(? na nastepnym wyktadzie) (8.8.1)

9 Lecture IX - Select

1. Dziel wejsciowa tablice na 5-elementowe podtablice i znajdz ich mediany - O(n)

2. Select (...) - znajdz mediang median. - T ([%])

3. Uzyj mediany median jako pivot w Partition - O(n)

4. 1dz do lewej albo prawej podtablicy w zalezno$ci od indeksu pivot i uszkanej statystyki
pozycyjnej. T(?)

T(n) =T ((%1) +T(?) + O(n) (9.0.1)

Dzielimy na 5 czesci

| owl o wl oowl o]
| owl oowloawl oL L
| .w> w> M> .s> .sl
| | .| .sl .sl .sl
| I . | .sl .sl .sl

M - mediana median (zaktadamy porzadek)
w - wieksze od mediany median (forall i : M < w_i)
s - mniejsze od mediany median (forall i : M < s_i)
". " - czedci o ktébrych nic nie powiemy

Wszystkich piagtek jest ceil(n/5)
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Warto$ci mniejszych od M jest 3*x(1/2 ceil(n/5) - 1 - 1) (minus skrajna oraz mediana median)
Kazda pigtka kontrubuuje, ale nie liczymy skrajnych pigtek - poniewaz wyznaczamy ograniczeni
[ owl owl w1 .

wlowlowl oL

| |

| ow> w> M> .1> .1 | .sl
| [ .| .sl .11 .1 | .sl|
| | .| .sl .11 .1 | .s|

1 - zliczamy
s - ignorujemy (mozna lepiej, ale nie trzeba)
-1 |- wiekszych jest 1/2 ceil(n/5)

1
Wartosci mniejszych od M > (2[21 —-1- 1) -3 > (9.0.2)
>3 6 (9.0.3)
~ 10 -

Prezentowana tablica
| 3/10n -6 | M| n- (3/10m -6) -1 =7/10n + 5 |

Zatem
T(n)>T ((%1) 4T (170n+5> +0(n) (9.0.4)
zn > %n +5 dla n>100 (9.0.5)
T <7 (§)+7 (in) +om) (9.0.6)

Niech T'(1) = ©(1) .Chcemy pokazaé, ze T'(n) = O(n).
Zalozenie indukcyjne:

(Vk <n)T(k) < ck (9.0.7)
Krok indukcyjny
n 3 n 3
< — — <Lc-— F— U.
T(n) T(5>+T<4n>+®(n) c 5+c 4n+@(n)< (9.0.8)
9 +0(n) < (9.0.9)
¢ 5" n 0.
1
en — gaen +06(n) < (9.0.10)
1
cn — %cn—l—dn < (9.0.11)
wyznaczmy <2locn + dn> <0 (9.0.12)
Loid)<o (9.0.13)
56¢ < 0.
¢ > 20d (9.0.14)

35



Zatem istnieje takie ¢, ze nier6wnosé jest prawdziwa, wiec:
(9.0.15)

Cel analizy algorytmu - pokazaé Ze rekurencje tego typu mogq sie zdarzyé

9.1 Struktury Danych

Interesuja nas struktury danych, ktére implementuja Set interface.
Ma to byé¢ zbioér dynamiczny - mozemy dodawaé oraz usuwaé elementy.
Zaktadamy comparison model.

Podstawowe metody Set interface:

1. build(A) - buduje "set" z danych zawartych w A. Mamy a € A, a.key - klucz identy-
fikujacy element.

2. length(A) - zwraca moc zbioru A

find(k) - zwraca element a € A taki ze a.key = k lub null

- W

insert(a) - dodaj element a do zbioru A

ot

delete(k) - usun (czasem zwroc) element zbioru A o kluczu k

6. find_min(), find_maz(), find_prev(k), find_next(k) (find n), list_ordered() - zwroé
element o najmniejszym lub najwiekszym kluczu k.

Struktura Build Find Insert/Delete Find mM | Find pn | List ordered
Unsorted Array | ©(n) O(n) O(n) O(n) O(n) ©(nlogn)
Sorted Array O(nlogn) | ©(log(n)) | ©(n) O(1) O(logn) | B(n)

Linked List O(n) O(n) insert ©(1), delete O(n) | ©(n) O(n) ©(nlogn)
BST ©0 o0 o0 o0 o0 O(n)

Table 1: Poréwnanie réznych struktur danych

9.2 Binary Search Tree

Drzewo przeszukiwan binarnych

Single Tree Node
| parent |
| left | key | values | right |

"0" represents a node
05
/N
30 0 10
/ /' \

10 80 012
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InorderTreeWalk(p)
1, 3, 5, 8, 10, 12, 15, 16, 18

Zakladamy interfejs zbioru (klucze sie nie powtarzaja). W przeciwnym przypadku zakladamy
multizbior.

BST Property. Niech z € T, x jest wezlem drzewa T (BST), wtedy:
e kazdy y € x.left ma y.key < z.key
o kazdy y € x.right ma y.key > x.key

9.3 Operacje na BST

InorderTreeWalk (x\in T)
if (x !'= null)
InorderTreeWalk (x.left)
print (x)
InorderTreeWalk (x.right)

T(n) = T(k) +©(1) + T(n—1— k) (9.3.1)

Pokazmy, ze T'(n) = ©(n)
Zalozenie indukeyjne: Vk <n  T(k) < ck Krok indukcyjny:

Tn)=T{H)+01)+T(n—1-j) < (9.3.2)
cj+0O(1)+c(n—1-j) = (9.3.3)
=cm—c—0(1) <cn (9.3.4)

Zatem T'(n) = O(n), musimy przej$¢ n elementéw, zatem ograniczenie dolne rowniez wynosi
n, wiec T'(n) = ©(n).

TreeSearch(x, k)
if x == null OR k == x.key
return x
if k < x.key
return TreeSearch(x.left, k)
else
return TreeSearch(x.right, k)

0(h)
0(h)

TreeMinimum(x) -> T(n)
TreeMaximum(x) -> T(n)

]
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TreeSuccessor (x)

if x.right != null
return TreeMinimum(x.right)

y = x.p

while y != null AND x == y.right
X =y
y=7yp

return y

TreeSuccessor(x) -> T(n) = 0(h)

10 Lecture X

TreeInsert(x, el) ~ 0(h) - nie byto kodu na wyktadzie :/
TreeInsert(x, el)
if x == null
return el
if el.key < x.key
x.left = Treelnsert(x.left, el)
x.left.p = x
else
x.right = Treelnsert(x.right, el)
X.right.p = x
return x

TreeDelete (x)
1. x jest liSciem
- zwolnij pamieC zajmowang przez x
- ustaw wskaznik jego ojca (na niego na null)
2. x ma jedno poddrzewo
- X ma syna v to
- zwalniamy pamiel x
- ojciec x wskazuje na v
- v.p wskazuje na x.p
3. x ma dwa poddrzewa
- znajdz nastepnik x->y
- zastap dane x danymi y
- skasuj y

10.1 Wysokosé Drzewa BST

Wysokosé drzewa to liczba krawedzi wzdtuz najdtuzszej Sciezki od korzenia do liscia.

h=(n—-1)=0(n) (10.1.1)

Worst Case
01
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Best Case
01

/ N\
0203

Definition. Drzewo zbalansowane. Mowimy, ze drzewo jest zbalansowane jesli jego wysokosé
to O(logn).

10.2 BST_Sort
Dodaj wszystkie elementy tablicy A do drzewa BST. InorderTreeWalk(T)

3756812

Widzimy znaczace podobiefistwo w pordwnaniach.

E(Time(BST SORT)) = E(Time(QuickSort)) = ©(nlogn) (10.2.1)

Time(BST_SORT) = " depth(x) (10.2.2)

E <Z depth(z)) = O(nlogn) (10.2.3)
zeT

E (:L Z depth(x)) = O(logn) (10.2.4)
zeT

$rednia gleboko$¢ wezta w losowym drzewie BST (10.2.5)
h = rna%({depth(z)} (10.2.6)
TE
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((n — v/(n))(ogn) + v/n - /n) <logn+1= O(logn), ale h = O(y/n)
(10.2.7)

SRS

1
= Z depth(z) <
n
zeT
Theorem. Wysoko$é BST. Niech T bedzie losowym drzewem BST o n-weztach, wtedy:
E(h(T)) < 3logyn + o(logn) (10.2.8)
Proof. Nieréwnosé Jensena jesli f-wypukla, to:
f(E(X)) < E(f(X)) (10.2.9)

1. Nieré6wnosé¢ Jensena
2. Zamiast analizowa¢ zmienna losowa H,,, bedziemy sie zajmowaé Y,, = 2=

Pokazemy, ze E(Y,) = O(n?)

- W

2B < B(2Hn) = B(Y,) = O(n®)
5. E(H,) = 3logy,n + o(logn)
Pokazmy, ze E(Y,,) = O(n?).

r

/ \
k-1 n-k

Zakladajac ze korzen tworzy (k — 1,n — k)-split:

H, —d _ 1+ max{Hkithik} (10.2.10)
Yn —d _ QmaX{Yk—hYn—k} (10211)
g _d_ 1 jesli korzen n-el drzewa wykonuje (k — 1,n — k)-split (10.2.12)
whT 0 wp.p o

-1 1
E(Z,) =1 P((k-1,n-k)-split) = (n ' ) _ = (10.2.13)

n! n!
Y, == Z, s 2max{Yi 1, Y, 1} (10.2.14)

k=1
E(Y,)=E (Z Zni - 2max{Vy 1, Ynk}> (10.2.15)
k=1
E(Y,) =2) E(Z,r max{Ys_1,Yn_r}) (10.2.16)
k=1
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n

E(Y,) =2 E(Zny) - E (max{Ys_1,Yn_i})
k=1

B(Y,) = 23 Blmax(Ye 1, Yo i)
k=1

2
<(maxwygw-l‘y) E Z E(Yk—l) + E()/n—k)
k=1
E(H,) = O(logn), H, =log, Y,
Y1 =2'0,Yn—k=2"1
maleO 211 _ 211

210 | 911 _ 3. 910

2 & -
= ﬁ ZE(Yk_l) + Z E(Yn—k)
k=1 k=1
4 n—1
k=0
Y, =E(,
4 n—1
Yn < E Yk
k=0
n—1
k=0
Yn = O(ng)
Dowod indukceyjny. Zatozenie indukcyjne yo = y1 = 0,Vk < ny < cn?
4 n—1
krok indukcyjny y, < — Yk
[yt
n—1
4
<ind — ck® =
n k=0
4c s
_ == 3 _
S
k=0
~de n*(n—1)7
n 4
= Cn(n — ].)2 < Cn?)

Zatem:
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(10.2.17)

(10.2.18)

(10.2.19)

10.2.20
10.2.21
10.2.22
10.2.23

AAA/_\

(10.2.24)

(10.2.25)
(10.2.26)

(10.2.27)

(10.2.28)

(10.2.29)

(10.2.30)

(10.2.31)

(10.2.32)

(10.2.33)
(10.2.34)

(10.2.35)



Doktadny wynik pokazany przez Devroye 1986r.

11

E(H,) ~ 2.9882log, n (10.2.36)

Lecture XI

11.1 Red Black Trees
78 Guibas, Sedgewick - Red Black (RB) Trees

Wtasnosé 0 - Drzewa RB sa drzewami BST - maja BST Property - po lewej stronie
wezta wystepuja warto$ci mniejsze, a po prawej wieksze

Wiasnosé 1 - Kazdy wezel ma kolor czerwony albo czarny (to moze by¢ bit)
Wtasno$é 2 - Korzeri oraz liscie sa czarne
Wtasnosé 3 - Jesli wezel jest czerwony, to jego bezposrednie dzieci sg czarne

Wtlasnosé 4 - VX Kazda prosta sciezka od wezta X do lisci ma tyle samo czarnych
weztow. (black height(x), inaczej bh(z)). Prosta $ciezka oznacza, ze nie zawracamy,
zawsze idziemy w dol.

11.2 Red Black Tree Example

»
“ »
xe

Programujac - ostatni li§é - nil nie ma klucza, kolor jest czarny, a wskaznik na ojca - to
kazdy wezel. Liscie drzewa RB to wszystkie nil-wezty.
Przyklad Czarna wysokos$é bh(18) = 2

Lemat Niech T bedzie drzewem czerwono-czarnym o n-weztach. Wtedy:

wysokos¢(T') < 2log,(n + 1) (11.2.1)

Dowo6d Czarni rodzice wchlaniaja czerwone dzieci.



W drzewie binarnym liczba lisci wynosi n + 1
(zawsze dokladamy 2 liscie do kazdego wezla - mozna to pokazaé¢ indukeyjnie)

2-3-4-Tree. Liczba lisci nie zmienia sie.
Mamy n + 1 lisci w drzewie czerwono-czarnym oraz w 2-3-4-drzewie (dowod - indukcyjnie)

e Niech h - wysokosé drzewa czerwono-czarnego.
e Niech h' - wysoko$é¢ odpowiadajacego mu 2-3-4-drzewa.

Zauwazmy, ze h' = bh(korzenia RB drzewa). Ograniczmy liczbe lisci za pomoca funkcji od
tej wysokosci

2 < Hlisci < 4V (11.2.2)

Wezly binarne o wysokosci A’ daja on wezlow.
Wezly 2-3-4 0 wysokosci 1/ daja 4" wezlow.
Naszych lisci jest n + 1, zatem:

M <n+1 (11.2.3)
< logy(n+1) (11.2.4)

Z konstrukcji wchlaniania wiemy, ze h < 2h' (poniewaz kazdy czarny wezel moze wchlaniaé
czerwone dzieci - z 2 razy wyzszego drzewa). Zatem:

h < 2logy(n+1) (11.2.5)

W Javie 8§ HashMapy byty implementowane jako drzewa czerwono-czarne.

Modyfikacja drzewa czerwono-czarnego obejmuje operacje rézne od BST. Drzewo bedzie
wtedy zmieniaé¢ swoja strukture aby zachowaé czarna wysoko$é - stad réwniez nazwa -
self-balancing trees. Operacje niemodifikujace drzewa czerwono-czarnego sa tozsame z op-
eracjami na drzewach BST.

11.3 Insert w Red Black Trees

RB_Insert(T,z)
1. Wstawiamy wezel z do drzewa T tak jak w przypadku BST
2. Ustawiamy kolor wezta z na czerwony
3. Naprawiamy drzewo T - wywolujemy funkcje RB_Fixup(T,z)

Chcemy umiesci¢ nowy wezel (15) w drzewie czerwono-czarnym.
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Operacje uzywane w procedurze Fixup
1. recolor - O(1) - zmiana koloru wezla - z czerwonego na czarny, z czarnego na czerwony

2. rotate - O(1) - rotacja wezla  w lewo lub w prawo.

Before Right Rotation After Right Rotation

(Va € ab € Be € v) (a < B < blegA < ¢) (11.3.1)

RB_ Fixup(T,z)
Case 1 - z jest czerwony, ojciec =, wujek w = z.p.p ~» inne dziecko, x = z.p jest czerwony
oraz w-Czerwony.

e

Case 2 - z - czerwony, x - czarny, w - czarny, zachodzi zig-zag
Case 3 - z - czerwony, x - czarny, w - czarny, bez zig-zag
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Poddatem sie z rysowaniem tego w tikz

Ostatecznie

Whioski
e Fixup - O(logn)
e Insert - O(logn)
e RB_Insert - O(logn)

Inne drzewa od Red Black Trees to drzewa AVL (réznica stalych przy logarytmach), self-
leaning left trees, skip list.
Nastepny wyktad - kolejna struktura implementujgca interfejs set

12 Lecture XI

12.1 Wzbogacanie struktur danych
TBD.

13 Lecture XII

13.1 Funkcje Hashujace
Universal Hash Property. Prawdopdobienistwo kolizji dla funkcji hashujacej wynosi:

Pr(hap(z) = Pap(y) = — (13.1.1)
fap(x) = (az +b) mod p (13.1.2)
912 — BtiNepl{y € Z, : gly) = i}| < [%] (13.1.3)
Naturalny wybor g(y) =y mod m
hab(@) = g(fa()) (13.1.4)
H = {hastza,b€Z, a#0} (13.1.5)
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Lemat, Dla z,y € A, t.z. x # y zdefiniujmy:

Spr(a,y) = 6,( = Y Gyzp) (13.1.6)

T, YYELy
(13.1.7)

Funkcja ¢ - zliczajaca kolizje.

(13.1.8)

s J1 esli f@) = £(y)
! 0 wp.p.

Dowod. Niech r,s € Z,,, 1 # s, para (r,s) odpowiada (fq (), fas(y)), poniewaz a # 0,
T # Y, fap(®) #= fap(y). Mozemy skorzystac ze znajomosci algebry abstrakcyjnej:

ar+b=r modpay+b=s modp (13.1.9)
Wiemy, ze za pomoca rozszerzonego algorytmu Euklidesa mozemy znalezé unikalne a, b,

takie ze zadane kongruencje beda spelnione. Znajdzmy takie a,b ,ze nie zajdzie kolizja.
Zatem:

(T,S) = (fa,b(l‘)afa,b(y))vto (13110)
H(a,b)(z) = H(a,b)(y) < g(r) = g(s),stad (13.1.11)
Sulx,y) = > G4(z,y) (13.1.12)
z,y€Ly
Lemat 2. Vg yeadn(z,y) < % = l—ﬁl Dowod
mi =y €Z,: gly) = i}| < [3] (13.1.13)
b m
-1
pmelL: [3] < ( ) +1 (13.1.14)
m m
Dla ustalonego r € Z, mamy co najwyzej Z— Logow kolidujgcych. Mozliwe r € Z, jest p
stad mamy:
plp—1) [H| _|H]
5 < = —_— = — 13.1.1

Wybierajace jedna z tych funkeji (1 out of m) < L

m

14 Lecture XIII

14.1 Programowanie Dynamiczne - Wstep

Dzisiejszy wyktad prowadzi p. Gebala. 05.05.2024
Dzielimy problem rekurencyjnie - ale nie rozwiazujemy go w ten sposdb, poniewaz
mniejsze podproblemy nie sg roztaczne - tak jak w divide and conquer.
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14.2 Przyklad programowania dynamicznego - Ciag Fibonacciego

F(n)=F(n—1)+ F(n—2) (14.2.1)
F(0)=0 (14.2.2)
F1)=1 (14.2.3)

14.3 Najdtuzszy rosnacy podciag

Input: a_1, ... a_n \in N

OQuptut: najwieksze k, takie ze istnieje:

- cigg indeksdéw 1 <= i 1 <i 2< ... <ik<=n
- a{i_1} < a_{i_2} < ... < a_{i_k}

Patrzymy zakladajac ze znamy rozwiazanie dla N — 1, co jesli dodamy n-ty element.
1. L(i) - dtugosé najdiuzszego podciagu w zbiorze [1...7] z elementem koncowym w 4

2. L(Z) =14+ maxigj<i {L(_j) La; > aj}

Przyktad

i 012345
a_i 231543
L(i) 121332

for i=1 to n do
L(i) = 1 + max_{1\leq j < i} {L(j) : a_i > a_j}

return max_{1\leq i \leq n} L(i)
Programowanie dynamiczne zaktada zapisywanie poprzednich krokéw, tu:
L(i) (Vi <n) (14.3.1)
chcac odzyskaé ciag powinnismy zdefiniowaé:
prev(i) = j
1. Ztozonosé czasowa O(n?) (for + max)

2. Zlozonos¢ pamieciowa O(n) (kazdy L(i)1 <14 <n)

14.4 Problem wyznaczania reszty

Input:

- c_1<c2< ...<c_n - zbidr nominatdéw \in N
- R - reszta do wydania

OQutput:

- minimalne k, takie ze k-monet wystarczy do wydania R

Taktyka zachtanna nie dziata dla np. 1,4,5,8:
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- zachlanny - 5,1,1,1 - 4 monety
- optymalny - 4,4 - 2 monety

Rozwiazmy za pomoca programowania dynamicznego.

L(i) — minimalna liczba monet do wydania reszty: (14.4.1)
L(i)=1+ min {L({ —¢j) :¢; < ¢} (14.4.2)

1<j<n
L(0) =0 (14.4.3)

c_1,c_2,c_3 =1,4,5
Per i sprawdzamy kazda reszte 1,4,5

Ztoznosé O(n - R), liczymy minimum w petli for. Prev backtrace

011145514

i-4 = 4 jmp to 4
Co jesli mamy {2,4,5} € C, wtedy:

io1l
L(i) 0 +infty

Nie da sie wydaé reszty 1.
Fakt 1. Jezeli zbiér monet zawiera nominat 1, to rozwiazanie istnieje dla kazdego R € N.
Decyzja kiedy wystepuje najwieksza liczba, ktorej nie potrafimy wydacé jest problemem NP-
trudnym.

Zachtanny algorytm dziala dla zbioru monet, ktore sa wielokrotnosciami siebie, a w
szczegolnosci gdy

Vi % <j— 2c1 <¢j (14.4.4)
Dtugosé danych n - log ¢, +log, R = m - bitowe wejscie, jesli nlogc, < log R, wtedy:
O(nR) = O(n - 200™)) (14.4.5)
R - liczba, a nie wielko§é zapisu danych.

14.5 Rozklad liczby pierwszej

Input: p - liczba, dtugos¢ log_2(p) (bitowa)
Output: Czynniki pierwsze rozktadu p

O(y/p) — O(y/(V/210z2(p))) (14.5.1)
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14.6 Knapsack - Problem Plecakowy

Input:
- n par (waga, warto§¢) (w_i, v_i)
- ograniczenie gbérne na pojemnos¢ plecaka W.
OQutput:
- I\subseteq {1,...,n} tz:
1. \sum_{i\in I} w_i \leq W
2. \sum_{i\in I} v_i jest najwieksza

Istotnym zalozeniem, ktére musimy podjaé jest:
Viw; < W (14.6.1)

Poniewaz musimy ignorowaé¢ pojedyncze przedmioty, ktore sa wicksze od pojemnosci ple-
caka.

Niech V(n) - maksymalna warto$é¢ na n przedmiotach.
V(n,w) = max{v(n — 1L,w),V(n — 1w —wy,) +v,} (14.6.2)
Wyjasnienie wyboru parametréw funkcji max:
e v(n — 1,w) - nie bierzemy n-tego przedmiotu

e V(n—1,w—w,)+ v, - bierzemy n-ty przedmiot, ale musimy zmniejszy¢ pojemnosé
plecaka o wage w,,.

Podejmijmy kroki poczatkowe w rekurencji:

V(0,%) =0 (14.6.3)
V(n,W)=max{V(i—1,w),V(i—1,w—w;) + v} (14.6.4)
V(0,w) =V(4,0)=0(Vj €{0,...,n}iw €0,...,w) (14.6.5)

for i <- 1 to n do
for w <- to w do
if w_i > w then V(i,w) = V(i,w) <- V(i-1, w)
else V(i,w) <- max(V(i-1,w), V(i-1,w-w_1i) + v_i)

O(n-W) (14.6.6)
O(n - 200m) (14.6.7)

Zobaczmy, ze jesli w « 22°-w (dodajemy 20 zer binarnie) 22° wickszy czas, to jest algorytm
wykladniczy. Jesli W = O(n) to algorytm jest n?.

e Insertion sort - dynamicznie dodajemy element n + 1 do posortowane;j listy dtugosci n

49



14.7 Optymalne Mnozenie Macierzy

Input: Macierze A_1,...,A n, A i : m_{i-1} \times m_i
Przyktad (10,2) * (2,10) * (10,3)

- (10%2%10) + (10%10%*3) = 500 mnozen

- (10%2%3) + (2%x10%3) = 120 mnozen

¢(i,j) — optymalny koszt przemnozenia A; X --- x A; (14.7.1)

c(i,i) =0 (14.7.2)

c(iyj) = Lnklg (c(t, k) +clk+1,7) +mi—1 - my - my) (14.7.3)
X J

i < j ostatnie mnozenie k (14.7.4)

2 s 2
-wartosé - n = O(n?)

Wzor rekurencyjny, ale liczymy od dotu. Nalezy udowodnié¢ poprawno$é rozwiazania.

15 Lecture XIV

15.1 Programowanie Dynamiczne - Kontynuacja

15.2 Grafy Skierowane
G = (V,E),|V|=n,|E| =m,V - wierzcholki, F - krawedzie.

3
W——®)
15.3 Najkrotsze Sciezki w DAG’ach - Directed Acyclic Graph

Grafy skierowane acykliczne nie posiadaja cykli. Jestedmy w stanie posortowaé grafy skierowane
acykliczne w kolejnosci topologicznej.

Graf S1. Moze by¢ wiecej niz jedno zrodlo/ujscie.
Chcemy policzy¢ najkrotsze $ciezki od S do kazdego innego wierzchotka.

Zalozmy ze chcemy dojsé do A.

L(A) = min{L(S) + w(s, A), L(C) + w(C, A)} (15.3.1)

Input: G=(V,E)
S\in V = source vertice

for each v\in V

L(v) = \infty // jezeli nie ma trasy to dystans bedzie ustalony na nieskonczonos§é
L(S) =0
for each v in V\{s} // w porzadku topologicznym

L(v) = min_((u,v)\in E) {L(u) + w(u,v)}
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Nie chcemy w programowaniu dynamicznym rekurencji, poniewaz nasze podproblemy
beda sie powtarza¢. To jest zasadnicza rdznica miedzy programowaniem rekurencyjnym
(np. divide and conquer), a dynamicznym. Bedziemy zapamietywaé rozwiazania.

Przed petla mamy ©(|V]), a w petli ©(indeg(V)), suma wszystkich krawedzi przychodza-
cych, czyli mamy O(|E|). Ztoznosé zadanego algorytmu to ©(n + m), w najgorszym przy-
padku - majac najwiecej m = n? krawedzi, mamy O(n + n?).

Jak tworzy¢ algorytmy dynamiczne:

1. Zdefinowaé¢ podproblem.

2. Zdefinowa¢ kolejnos¢ na porproblemach.

3. Zdefiniowaé relacje.

15.4 Edit Distance Problem

Input: wy, we - stowa |w1| = n,|wz| = m, ¥ - alfabet Output: EditDistance(w;, wsz) - mini-
malna liczba operacji dodania, usuniecia, podmiany znakéw w stowach wy ~~ wq

Przyklad - chcemy przejs¢ ze SNOWY do SUNNY

S_NOWY

SUNN_Y

010110 -> w sumie 3 operacje.

- Rozpychamy U, zmieniamy O na N, Usuwamy W. Mamy 3 operacje.

_SNOW_Y

SUN__NY

1101110 -> w sumie 5 operacji.

- Wstawiamy S, podmieniamy S na U, Usuwamy 0, Usuwamy W, Wstawiamy N

E(i,7) - edit distance w[1...4],wa[l...]]

Z jakich podprobleméw dochodzimy do E(i,7)?

e dodanie litery do wo - E(i,7 — 1) +1

e usuniecie litery z we - E(i — 1,7) + 1 Dopasowujemy do w2 bez jednej litery.
e podmiana listery z wo - E(i — 1,j — 1) + 1 Podmiana litery in place

e bez zmian we - E(i — 1,5 — 1)

diff(wy [7], wai]) - zwraca 0 lub 1 w zaleznosci czy jest réznica w znakach.

for i=0 to m
E(1,0) = 1
for j=0...n E(0,j) = j
for i=1 tom
for j=1 ton
E(i,j) = min(E(i-1,j)+1, E(i,j-D+1, E(i-1,j-1) + diff(w[il,w[j1))
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Analiza zloznosci obliczeniowej - petlal - ©(m), petla2 - O(n), petla ostatnia O(n - m).
Ztozono$¢ pamieciowa O(m - n), lub jesli nie zalezy nam na krokach to ©(min{m,n})
(pamietamy kazdorazowo ostatnie dwa wiersze).

SNOWY
012345
S101234
U211234
N321234
N432234
Y543333
Therefore

EditDistance ("SNOWY","SUNNY") = 3

Co na ogdl jest podproblemami - np. prefix ciagu, podciag zwarty (consecutive).

16 Lecture XV

16.1 Kopiec binarny (Binary Heap)

e Pelne drzewo binarne przetrzymywane w tablicy.

I: 1 2 3 4 65 6 7 8 9 10
A : [16, 14, 10, 8, 7, 9, 3, 2, 4, 1]
16
/ \
14 10
/ N\ /\
8 7 93
/N7
2 41

left(i) = 2i (LSH)

right(i) = 2i + 1 (LSH + 1)
parent(i) = i // 2 (RSH)
size(A) = rozmiar listy

16.2 Wtlasnos¢ kopca (maksymalnego)

V; A[parent(i)] > A[i] (16.2.1)
o Wysokos¢ wezta to dtugosé najdtuzszej prostej Sciezki od tego wezta do liscia.
HEAPIFY(A, i)

1 = left(d)
r = right(i)
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# find maximum element from i, 1, r

if (1 <= size(A) AND A[1] > A[il)
largest =1

else
largest = 1

if (r <= size(A) AND A[r] > A[largest])
largest =r

# end find

# swap if so
if largest != 1

swap(A[i], A[largest])
HEAPIFY(A, largest)

Przyktad

1st step

3rd step

16

/N
14 10

Ztozonosé obliczeniowa
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/ \
(2/3 el.) (1/3 el.)

(schodek)

L=2"h-1
P = 2°{h-1} - 1 - liczba elementdw

T(n)=0(1)+T(2/3n)

Z Master Theorem mamy:

]
Il

Qo
Il Il
S ol -

Zatem log% 1 =d =0, wiec mamy nlogn = logn

T(n) = O(logn)

(16.2.7)

floor(size(A)/2) to indeks pierwszego nie-liscia. Pierwszym nie-liSciem jest parent ostatniego

liscia.

BuildHeap(A)
size(A) = length(A)
for i = floor(size(A)/2) to 1 // i--
HEAPIFY(A,i)

A: 4,1, 3, 2, 16, 9, 10, 14, 8, 7

intermediate-steps

AT i = 2
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/ \
16 10
/N /N
14 7 93
/ N/
2 8 1
AT i =1
16
/ \
14 10
/N /N
8 7 9 3
/ N/
2 4 1

RESULT: 16, 14, 10, 14, 8, 7, 9, 3, 2, 4, 1
ZYoznosé obliczeniowa dla BuildHeap.
|A| = n, grazy Heapify (16.2.8)
O(nlogn) (16.2.9)
Fact. Kopiec. W n-elementowym kopcu binarnym mamy co najwyzej [Qh%} weztow o

wysokosci h. Dowdd.
n

Indukcja po h. Dla h = 0 (liscie) mamy co najwyzej sy lisci to jest prawda.
Zalozenie indukcyjne Vi, #wezlow o wysokoscik < fﬁ}
Krok indukcyjny. Wezty o wysokosci k£ — 1 zal. ind < {2,9,%1 Zatem weztéw o wysokosci

h mamy co najwyzej 3 [ 5] < [52+]

ZYozono$¢ obliczeniowa BuildHeap mozna réwniez wyrazié jako

logn
(0] (Z # weztow o wysokosci h - h) < (16.2.10)
h=1

logn
n
<0 (Z = -h) = (16.2.11)
logn h
=0 (n > 2h1> = (16.2.12)
h=0
( n

) = (16.2.13)
7)

=0 (n) (16.2.14)

Istnieje HeapSort.
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16.3 Kolejka Priorytetowa (PQ)
o Insert(Q,x)

Maximum(Q) : return Q[1], O(1)

ExtractMax(Q) - zwraca element o najw. priorytecie, usun z Q

Increase/Decrease Key(Q,x,y) - zmieniamy z x na y

Delete(Q,1)
Union(Q1,Q2) : BuildHeap(|Q1,Q2]), O(|Q1]+|Q2])

Delete(Q, i)
Q[i]l = Qlsize(Q)]
size(Q)--
if (Q[i] < Qlparent(i)])
Heapify(Q, 1)
else
while (r > 1 && Q[parent(i)] < Q[il)
swap(Q[i], Qlparent(i)])
i = parent(i) : 0(log n)

Insert(Q, key)
size(Q)++
i = size(Q)
while(i > 1 && Q[parent(i)] < key)
QLi]l = Qlparent(i)]
i = parent(i)
Q[il = key : 0(log n)

ExtractMax(Q)

if Q.size < 1 return null

else
max=Q[1]
Q1] = Qlsize(Q)]
size(Q)--
Heapify(Q,1)
return max

17 Lecture XVI

17.1 Kolejka priorytetowa - Priority Queue
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Decrease/Increase Key(Q, i, newKey)

if Q[i] > newKey # decrease
Q[i] = newKey
Heapify(Q, 1)

else if Q[i] < newKey # increase
while i > 1 && Q[parent(i)] < newKey

Q[i] = Qlparent(i)]

Q[i] = newKey

®@
egﬁ
o

Decrease/IncreaseKey(Q,9,11)

@gg

@

17.2 Inne struktury danych
1. TREAP (1996) - Drzewo BST i Kopiec

2. ZIP-TREE (2021)

17.3 Grafy
Graf prosty to struktura G = (V| E), gdzie:

e V - zbior wierzchotkow {1,...,n}, |V]|=n
e EC{{i,j}:i,j€V,i#j}, |El=

Graf skierowany to struktura G = (V, E), gdzie:
e V - zbior wierzchotkow {1,...,n}, |V]|=n
e EC{(i,j):1,jeVi#j} |[E[=m

17.4 Listy sasiedztwa

Grafy moga by¢ przechowywane w postaci Listy sasiedztwa. Uzywa sie jej w przypadku
grafow rzadkich, czyli takich ktore majg mato krawedzi. Dla kazdego wierzchotka V; prze-
chowujemy liste sasiadow.
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Vi | 36
V2 1 135
V3 | 2

V4 | 15
V6 | 3

Ve |

Odpowiada nastepujacemu grafowi:

Ztozonosé pamieciowa przechowywania tego grafu to O(n + m) = O(|V| + |E|), gdzie m
to liczba krawedzi. Wielko$é grafu definujemy przez |V| + |E|. Zatem jest to liniowe,
wzgledem wielkosci grafu. Sprawdzenie czy krawedz istnieje mozna zrobi¢ w O(n), poniewaz
musimy przejé¢ przez wszystkie sasiadujace wierzchotki.

Mozna liste wzkaznikowa zastapi¢ drzewem BST.

17.5 Macierz sasiedztwa

Niech A = (ai;),i,7 € {1,...,n} bedzie macierza sasiedztwa grafu G = (V, E).

L ceseli (i) € B
aijz{ Jezeli (i, j) € (17.5.1)

0 jezeli (i,5) ¢ E

Zloznosé¢ pamieciowa to O(n?), poniewaz mamy n? elementéw w macierzy. Gdy graf jest
gesty |E| = O(n?) ma to sens. Sprawdzenie czy krawedz istnieje jest w O(1), poniewaz
wystarczy zbada¢ wartos¢ a; ;.

;-3 (Michat tu byt)

Drzewo to jest graf, ktéry nie ma cykli.

EXPLORE(G,v) # G - Graf, v - wierzcholek startowy
visited(v) = true
previsit(v)
for each edge (v,u) in E
if not visited(u) EXPLORE(G,u)
postvisit(v)
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Mowimy, ze G jest Grafem spojnym, jezeli dla kazdego wierzchotka v € V istnieje $ciezka
z v do u.

17.6 DFS - Depth First Search

DFS(G)
for each vertex v in G
visited(v) = false
for each vertex v in G
if not visited(v) EXPLORE(G,v)

Ztozonosé obliczeniowa DFS to O(|V |+ |E|), poniewaz w najgorszym przypadku przechodz-
imy przez wszystkie wierzchotki i krawedzie. DFS dziata w czasie liniowym od wielosci grafu

17.7 Zliczanie komponentéw spdjnych

ConnectedComponents

cc =1
previsit(v):
ccnum[v] = cc

for each vertex v in G
visited(v) = false
for each vertex v in G
if not visited(wv)
EXPLORE(G,v)
ct++

17.8 Globalny zegar

previsit(v):
prelv] = clock
clock+=1

postvisit(v):
post[v] = clock
clock+=1

18 Lecture XVII

18.1 Drzewo przejscia w DFS

Wtasnosé 1. Jezeli istnieje $ciezka z v do u. u,v € V

e pre(v) < pre(u) < post(u) < post(v), jezeli istnieje Sciezka z v do u.

e pre(v) < post(v) < pre(u) < post(u), jezeli nie istnieje $ciezka z v do u.
Nazewnictwo:

e Tree Edge - krawedz, ktora prowadzi do potomka w drzewie DFS.
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e Back Edge - krawedZ powrotna, czyli taka, ktéra prowadzi do wierzchotka, ktory juz
zostal odwiedzony.

e Cross Edge - krawedz do wierzchotka, ktory nie jest potomkiem.

e Forward Edge - krawedz do potomka, ktory nie jest bezposrednim dzieckiem.
Wiansosé 2. (u,v) € E.

e Tree/Forward edge. pre(u) < pre(v) < post(v) < post(u)

e Back edge. pre(v) < pre(u) < post(u) < post(v)

e Cross edge. pre(v) < post(v) < pre(u) < post(w)

Wtlasnosé 3. W grafie skierowanym istnieje cykl iff DFS wystepuje Back Edge. D-d. vy —
V1 ...V, — v jest cyklem. Powiedzmy, ze DFS odwiedzi jako pierwszy w tym cyklu wierz-
chotek v;, dalej eksplorujac natknie si¢ na v;_1, wtedy krawedz (v;, v;—1) bedzie Back Edge,
poniewaz v;_1 jest juz odwiedzony.

18.2 Sortowanie topologiczne

Sortowanie topologiczne elementéow grafu. Nie jesteSmy w stanie posortowaé grafu cyk-
licznego. Chcemy sortowaé topologicznie grafy skierowane acykliczne (DAG).

e G = (V,E) - graf skierowany acykliczny.
e (V, <) - porzadek topologiczny na V.
Musimy zachowaé post(u) < post(v), jezeli istnieje krawedz (u,v) € E. Pomyst:
1. Najpierw wykonajmy DFS zapisujac wartosci pre, post
2. Zwr6émy wierzchotki w malejacym porzadku po post.

W grafie skierowanym G = (V, E) powiemy, ze wierzchotki u,v € V sa polaczone, jezeli
istnieje $ciezka z v do v oraz z v do w.

Definicja. Silnie spojna komponenta grafu skierowanego G = (V, E). Bedziemy mowic, ze
V1, ...,V tworza silnie spojng kompnente w grafie G, jesli:

o V;; w;,v; €V sg polgczone.
e Nie istnieje wierzcholek u € V taki, ze u jest polgczony z kazdym v; i v;.
Tworzymy Metagraf Silnie spojnych sktadowych.

e Zrodlem (Source) jest wierzchotek, do ktorego nie wchodzi zadna krawedz z innej
kompnenty.

e Ujsciem (Sink) jest wierzchotek, z ktorego nie wychodzi zadna krawedz do innej
kompnenty.
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Wtasnosé 4. Wierzchotek z najwyzsza warto$cia post w silnie spojnej kompnencie jest
zrodtem tej kompnenty.

Wrtasnosé 5. Niech C,C" beda silnie spojnymi skladowymi w grafie skierowanym G, oraz
istnieje w G krawedz (u,v), gdzie u € C i v € C'. Wtedy maksymalna wartosé post wierz-
chotka z C' jest wicksza niz maksymalna warto$¢ post z C’.

D-d. Rozwazmy dwa przypadki

e DFS najpierw odwiedzi wierzcholtek u € C przed wierzchotkami z C’. Jasno widzimy,
ze post(u) > post(v).

e DFS najpierw odwiedzi wierzcholek z v € C’ przed wierzchotkami C. DFS wyek-
sploruje wierzchotki z C’ oraz pozostale silne spojne sktadowe dalej, ale explore nie
przejdzie przez C, poniewaz nie moze sie cofnaé. Nastepne posty w C' beda miaty
zatem wiekszg wartosé niz posty w C”.

Wtasnoéé 6. Niech GT = (V, ER) : EF = {(v,u), (u,v) € E}. Zrodto grafu GF jest ujsciem
w meta-grafie z G.
Algorytm.

e Input: G = (V, E) - graf skierowany.

e Output: Metagraf silnie spdjnych sktadowych G
Korki algorytmu:

1. Wylicz GF

2. Wykonaj DFS na G i zapisz post.

while G nie pusty
v = wierzchotek z najwieksza wartoScig post
S = EXPLORE(G, V)
V=V\S

Z1o7nosé obliczeniowa algorytmu to O(|V| + |E|), poniewaz wyznaczamy G, wykonujemy
DFS na grafie G® oraz G.

19 Lecture XVIII

Pathfinding

20 Lecture XIX
20.1 Dowdd dla Dijkstra Algorithm

1. Prezentujemy zatozenie indukcyjne. d € R, w € Ry
(Voper) dist(z) < d (20.1.1)

Czy mozemy wagi krawedzi rozszerzy¢ z Ry na R?
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e W grafie, w ktorym znajduja sie ujemne cykle nie ma sensu przeprowadza¢ Algorytmu
Dijsktry.

e W grafie, w ktorym nie znajduja sie ujemne cykle mozna przeprowadzi¢ Algorytm
Dijkstry, pomimo wystepowania krawedzi o ujemnych wagach. Nie zmienia to faktu,
iz dowod indukcyjny takigo algorytmu jest niemozliwy.

W algorytmie Dijkstry wykonujemy procedure update, ktora jest bezpieczna na wielokrotne
jej powtarzanie. Jesli dystans do u byt juz ustawiony poprawnie oraz na najkrétszej sciezce
od S przechodzi przez u do v, to wtedy dystans do v zostanie poprawnie ustawiony, zakltadac,
ze dystans do u jest poprawnie ustawiony.

update((u,v) \in E)
if dist(u) + w(u,v) < dist(v):
dist(v) = dist(u) + w(u,v)

prev(v) = u

Jaka jest mozliwie najdtuzsza mozliwa Sciezka w grafie, ktorego krawedzie moga miec¢
ujemne wagi. Najdtuzsza Sciezka (w sensie liczby krawedzie) bedzie przechodzié¢ przez |V|—1
krawedzi. Nie moze by¢ dluzsza, poniewaz wtedy powstataby sciezka diugosci |V|, ktora
musialaby by¢ cyklem z krawedziami ujemnej wagi, a zalozylidémy ze tak nie jest.

20.2 Algorytm Bellmana-Forda
e Input: G = (V,E),e € E : w, € R, bez ujemnych cykli s € V
e Output: Vv € V, do ktorego da sie dojs¢ z S, mamy wyznaczone dist(v), prev(v) -
najkrotsza mozliwa Sciezke

for all v in V
dist(v) = infinity
prev(v) = null
dist(s) =0
repeat |[V|-1 times
for all e in E
update (e)

Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu - O(|V| - |E|)

20.3 Algorytmy Zachlanne
20.4 Definicja Drzewa

Definition. Drzewo. Acykliczny spéjny graf nieskierowany.

20.5 Minimalne drzewo rozpinajace, MST - Minimum Spanning
Tree

Minimalne drzewo ropzinajace jest potrzebne do stworzenia najtanszych $ciezek miedzy
wierzchotkami.
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e Input: Graf G = (V, E),e € Fw,
e Output: Drzewo T = (V, &) t.z. £ C E oraz weight(T) = ) . pw(e) jest minimalna.

Chcieliby$my z grafu stworzy¢ drzewo, o minimalnej sumie wag sktadajacych sie na niego
krawedzi.
Wtasnosci drzewa rozpinajacego:

20.6 Wlasnosci minimalnego drzewa rozpinajacego
e Usuniecie krawedzi nalezacej do cyklu nie rozspojni grafu.
e Drzewo o n wierzchotkach ma n — 1 krawedzi.

e Definicja Rownowazna. Kazdy spojny nieskierowany graf G = (V, E) taki, ze |E| =
|[V|—1 jest drzewem. Zalozmy, ze G ma cyklie € E nalezy do tego cyklu. Wtedy G—e
jest grafem spojnym z wlasnosci pierwszej. Ale nasz graf G ma |V| — 1 krawedzi, wiec
nie moze by¢ spdjny, poniewaz usuniecie krawedzi e spowoduje rozspojnienie grafu,
zatem G nie moze mie¢ cyklu, wiec jest drzewem.

e Minimalne drzewo rozpinajace nie musi by¢ unikalne.

20.7 Cut Property

Niech X bedzie podzbiorem krawedzi minimalnego drzewa rozpinajacego grafu G = (V, E).
Wybierzmy podzbiér wierzchotkow S C V, takich, ze zadna krawedz z X nie przechodzi
pomiedzy wierzchotkami z S 1 V' \ S. Niech e € F bedzie krawedzia o najmniejszej wadze,
ktora przechodzi pomiedzy S'1 V'\ S. Wtedy X U{e} nalezy do minimalnego drzewa rozpina-
jacego grafu G.

Dowdd. Niech T' to minimalne drzewo rozpinajace grafu G. Z zalozen wiemy, ze krawedzie
nalezace do X sa cz¢Scia minimalnego drzewa rozpinajacego. Jesli e € T' to wszystko jest ok.
Zalozmy zatem, ze e ¢ T. Wtedy zmodyfikujmy T w taki sposob, ze T = T'\ {€’}U{e}, gdzie
e’ jest krawedzia z T, ktora przechodzi pomiedzy S'i V '\ S. T jest nieskierowany, poniewaz
wszystkie krawedzie biora sie z grafu nieskierowanego. Poprzez usuniecie krawedzi ¢’ krawedz
e jest jedyna krawqdzmd, ktora przechodzi pomiedzy S i V'\ S, zatem nie moze tworzy¢ cyklu
Spojnosé grafu T jest zachowana, poniewaz usuniecie krawedzi ¢’ nie rozspojnia grafu. T
ma |V] — 1 krawedzi, zatem jest drzewem.

Skoro T jest MST:

weight(T) = weight(T) — weight(e’) + weight (e) (20.7.1)
weight(T') < weight(T) (20.7.2)

w(e) < w(e') Skoro e jest krawedzia o najmniejszej wadze (20.7.3)

W takim razie Weight(f) = weight(T), zatem T réwniez jest minimalnym drzewem

rozpinajacym grafu G. Zatem X U {e} jest czesScia minimalnego drzewa rozpinajacego grafu

G.

63



21 Lecture XX
21.1 Algorytm Kruskala
22 Lecture XXI

22.1 Problem Min-Cut
e Input: Graf G = (V, E).
e Output: Minimalny zbiér krawedzi rozspojniajacy graf.

Niech zbior A bedzie zbiorem krawedzi taczacych S'i V — S. Mozemy zbudowaé¢ minimalne
drzewo rozpinajace, w S V — S:

1

: > _ b
Pr(A € MinCut) D= 1)

(22.1.1)

Mozemy stworzy¢ algorytm Kruskala (nieskierowany, wiec nie musimy sortowac¢ krawedzi)
do ostatniego jego kroku, w ktérym miatby on znalezé ostatnig krawedz, ktoéra przechodzi
pomiedzy S'1V —S. Wtedy ta krawedz rozspojnitaby graf.

Powtoérzmy ©(n?) razy algorytm Kruskala, aby znalezé minimalne przeciecie - wraz z n
dazacym do nieskonczonosci porafimy wyznaczy¢ najmniejszy zbior rozcinajacy.

Zlozonoé¢ calej procedury to O(n?) - O(|E|log |V]).

Zapiszmy dla klaryfikacji w worst case |E| = |V|?, wiec log(|E|) = O(log|V|?) =
O(2log |V]) = O(log [V']).

Pokazmy postulowana wyzej nierownosé. Zalozmy, ze [MinCut| = C. Zalozmy, Ze jestesmy
w kroku algorytmu Kruskala, w ktérym mamy k komponent. Liczba krawedzi, ktére mozemy
wybraé to bedzie co najmniej % Prawdopodobieristwo, ze wybierzemy krawedz z MinCuta
wynosi co najmniej:

c 2
? =7 > Pr(ze wybiore krawedz € MinCut) (22.1.2)
. . . . 2 k-2

Pr(ze nie wybiore krawedzi € MinCut) > 1 — Pl (22.1.3)

n—2 n—-3 n—4 2 1
Pr(A € Mi = . e -z = 22.14
r(A € MinCut) e T 13 ( )

2

= — 22.1.5
nin —1) ( )

Ogolny framework dajacy cut property.

x={}

repeat until [X[|=|V]|-1
wybierz S \subset V, dla ktdérego w X nie ma krawedzi pomiedzy S i V\S.
znajdz krawedz e \in E o najmniejszej wadze pomiedzy S i V\S.
X =Xu {e}

Kruskal nie wybiera S-explicite, poniewaz wybiera najtaisza krawedz.
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22.2 Algorytm Prima

Prim(G=(V,E), (w_i)i=1,...|E|) -> MST dla grafu G
for v in V
cost(v) = infinity
prev(v) = null
cost(u) =0

H = MakePQ(V) // priorytetem jest cost(v)
while H is not empty
v = ExtractMin(H)
for each {v,z} in E
if cost(z) > w(v,z)
cost(z) = w(v,z)
prev(z) = v
decreaseKey (H,z)

22.3 Kodowanie Huffmana

e Digitalizacja analogowego dzwieku, probkujemy np 44.1KHz, czyli 44 tysiace probek
na sekunde.

e T - alfabet, na ktéry zmapujemy probki. I' = {A, B,C, D}
e Zmapuj elementy alfabetu na ciggi bitowe.

50 - 60 - 44100 - 2 = 260 milionéw bitow.

Jesli czestotliwosci znakow A = 70m, B = 3m,C = 20m, D = 37Tm, to ustawmy kody
prefix free: A =0,D =10,C =110, D = 111, wtedy: T0m x1+37m x2+20m x3+3m x 3 =
213 milion6éw bitow.

Prefix-free code mozemy przedstawié¢ za pomoca drzewa binarnego, takiego ze h
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