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1 Lista 1

1.5 Zadanie 5

Udowodnić następujące tożsamości dla wyrażeń regularnych r, s i t, przy czym r = s oznacza
identyczność języków opisywanych przez r i s.

1.5.1 (r + s) + t = r + (s+ t)

x ∈ (r + s) + t ≡ (1)
≡ x ∈ (r + s) ∨ x ∈ t ≡ (2)
≡ x ∈ r ∨ x ∈ s ∨ x ∈ t ≡ (3)
≡ x ∈ r ∨ x ∈ (s+ t) ≡ (4)
≡ x ∈ r + (s+ t) (5)

1.5.2 (rs)t = r(st)

x ∈ (rs)t ≡ (1)
≡ (∃a, b) (x = ab ∧ a ∈ rs ∧ b ∈ t) ≡ (2)
≡ (∃b, c, d) (x = cdb ∧ c ∈ r ∧ d ∈ s ∧ b ∈ t) ≡ (3)
≡ (∃c, e) (x = ce ∧ c ∈ r ∧ e ∈ st) ≡ (4)
≡ x ∈ r(st) (5)

1.5.3 r(s+ t) = rs+ rt

x ∈ r(s+ t) ≡ (1)
≡ (∃y, z) (x = yz ∧ y ∈ r ∧ z ∈ (s+ t)) ≡ (2)
≡ (∃y, z) (x = yz ∧ y ∈ r ∧ (z ∈ s ∨ z ∈ t)) ≡ (3)
≡ (∃y, z) (x = yz ∧ ((y ∈ r ∧ z ∈ s) ∨ (y ∈ r ∧ z ∈ t))) ≡ (4)
≡ rs+ rt (5)
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1.5.4 (r + s)t = rt+ st

x ∈ (r + s)t ≡ (1)
≡ (∃y, z) (x = yz ∧ y ∈ (r + s) ∧ z ∈ t) ≡ (2)
≡ (∃y, z) (x = yz ∧ (y ∈ r ∨ y ∈ s) ∧ z ∈ t) ≡ (3)
≡ (∃y, z) (x = yz ∧ ((y ∈ r ∧ z ∈ t) ∨ (y ∈ s ∧ z ∈ t))) ≡ (4)
≡ x ∈ rt+ st (5)

1.5.5 ∅∗ = ε

Wiemy, że ∅a = ∅ oraz a∅ = ∅. Wiemy również, że dla dowolnego języka L, w szczególności
L = ∅ zachodzi L0 = {ε}. Zatem:

x ∈ ∅∗ ≡ x ∈
∞⋃
i=0

∅i ≡ x ∈ (∅0 + ∅1 + ∅2 + . . . ) ≡ (1)

≡ x ∈ (ε+ ε∅+ ε∅∅+ . . . ) ≡ (2)
≡ x ∈ ε (3)

1.5.6 (r∗)∗ = r∗

Pokażmy, że domknięcie Kleene’ego jest idempotentne. Wyraźmy definicję za pomocą kwan-
tyfikatorów:

x ∈ r∗ ≡ x ∈
∞⋃
i=0

ri ≡ (∃n)
(
x = x1 . . . xn ∧

(
∀i∈{1...n}

)
xi ∈ r

)
(1)

Skorzystajmy następnie dwukrotnie z tej definicji, aby rozwinąć lewą stronę:

x ∈ (r∗)∗ ≡ (∃n)
(
x = x1 . . . xn ∧

(
∀i∈{1...n}

)
xi ∈ r∗

)
≡ (2)

≡ (∃n)
(
x = x1 . . . xn ∧

(
∀i∈{1...n}

)
(∃mi

)
(
xi = xi1 . . . ximi

∧
(
∀j∈{1...mi}

)
xij ∈ r

))
≡ (3)

≡ (∃n)
(
∀i∈{1...n}

)
(∃mi

)
(
∀j∈{1...mi}

)
(x = x11 . . . x1m1 . . . xn1 . . . xnmn ∧ xij ∈ r) ≡ (4)

≡ (∃k)
(
x = x1 . . . xk ∧

(
∀i∈{1...k}

)
(xi ∈ r)

)
≡ (5)

≡ x ∈ r∗ (6)

1.5.7 (r∗s∗)∗ = (r + s)∗

Zawieranie (⊆):
Jeśli y ∈ r∗, to na pewno y ∈ (r + s)∗, ponieważ r ⊆ r + s.
Analogicznie y ∈ s∗ =⇒ y ∈ (r + s)∗.

x ∈ (r∗s∗)∗ =⇒ x ∈ ((r + s)∗(r + s)∗)∗ = ((r + s)∗)∗ = (r + s)∗ (1)
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Widzimy zatem, że (r∗s∗)∗ ⊆ (r + s)∗.

Zawieranie (⊇):
Jeśli y ∈ r, to na pewno y ∈ r∗, ponieważ r ⊆ r∗. Analogicznie y ∈ s =⇒ y ∈ s∗.

x ∈ (r + s)∗ =⇒ x ∈ (r∗ + s∗)∗ (2)

Następnie jeśli y ∈ r∗ lub y ∈ s∗, to na pewno y ∈ r∗s∗, ponieważ r∗ ⊆ r∗s∗ oraz s∗ ⊆ r∗s∗.

x ∈ (r∗ + s∗)∗ =⇒ x ∈ (r∗s∗)∗ (3)

Widzimy zatem, że (r + s)∗ ⊆ (r∗s∗)∗.

Na mocy AE z powyższych zawierań wynika, że (r∗s∗)∗ = (r + s)∗ .
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