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1 Lecturel

1.1 Grupa

Magma nazywamy pare (X, +), gdzie +: X x X — X.
e Magma + laczno$¢ = poélgrupa
e Polgrupa + el. neutralny 0 = monoid
e Monoid + elementy odwrotne = grupa

e Grupa + przemienno$é¢ = grupa abelowa

1.2 Pierscien

Pierscieniem nazywamy R = (X, +,-,0), gdy:
e (X,+,0) jest grupa abelowa
[ ]

,+) jest potgrupa
Va,b,ce X) a-(b+c¢)=a-b+a-c

(
(X
* (
o (Va,bc€X) (a+b)-c=a-ct+b-c

Jesli (X, -) jest przemienne, to pierscien R nazywamy przemiennym.
Jeglil e X : (X,-,1) jest monoidem, to R nazywamy pierscieniem z jedynka.

Operacje na pierscieniach R = (X, +,-,0) - pierscieii, o, 8 € X to:
aA+pBB={a-a+p-b:ac Abec B}

Przykltad (2Z,+,-,0) - piericienn przemienny bez 1.
Przyktad (Msxa,+, -, 0, 12) - pierScien macierzy rzeczywistych 2 x 2 odwracalne - pierscient
z jedynka, ale nie przemienny.

1.3 Cialo

Jesli (X — {0},-,1) jest grupa abelows to nazywamy to cialem.
Jesli p-pierwsza to (Zy, +p, -, 0,1) jest ciatem.
Jesli R = (X, +,-,0) oraz A niepusty taki, ze AN X = (). Okreslamy rozszerzenie R o A:

R[A] - najmniejszy pierscieri ktory zawiera RU A
Jesli |[Al=n e Ntodla A= {ay,as,...,an}:
R[A] = R[al, az, ..., an}

Pierscienn Gaussa (Z[i], +,-,0,1), Z[i ] ={a+bi:abeZ}

Liczby Dualne R[e] = (D, +,-,0,1), D ={a+bs:a,b € R},e ¢ R,e2 =0
Liczby Podwojne (P,+,-,0,1),P ={a+bj:a,be ]R},j ¢R,j2=1



Liczby Zespolone C = R[i] = (C,+,-,0,1)
Pierscien wielomianéw o zm. x : z ¢ K, Kz] = {}_]_qa;z’ :n e N(Vi=0,1...7n),a;, € K}
Pierscient wielomianow w zm. zm. x, y K[z,y] = {>_._, Z;n:o a;; 'y ay; € K}

Def. R = (X, +,") - pierscien. A C X. Okreslamy ideal:

neN

<A> :{Zri~ai:ri€X,ai GA}

i=1

A - moze by¢ nieskoriczony. Jesli A = {aq,...ar} to (A) = {Zle ri-a;r; € X}
(2ywZ:{(2)=2Z
(x—=1) wR[z] : (x — 1) = {(z — Dw(x) : w(z) € R[z]}
R=(X,+,-,0) - piersciei. dja= (I € X)d-b=a
d € NWD(a,b) = (dla A d|b) A (Vo) ((z|a A x|b) = z|d)
d € NWW(a, b) ¢wiczenia
a,b € Z[il{a,b) = (¢} = c € NWD(a, b)
(@) N {b) = (c) = c € NWW(a,b)
1.4 Ideal
R = (X,+,-,0) - pierscieri przemienny. ) # I C X. I nazywamy idealem w R, gdy:
1. Va,bel)a—-bel
2. (VreX)Mael)r-acl

I = {0} - ideal trywialny, I = X - ideal niewlasciwy.
(A) - najmniejszy ideal w R zawierajacy A.

1.5 Relacja Réwnowaznosci

Niech R - piericieni, a I € ID(R), a,b€ R
a=b <<= (a—-b)el
Gdzie = jest relacja rownowaznosci.

1.6 Pierscien Ilorazowy

R/= nazywamy pierScieniem ilorazowym z dzialaniami i el neutralnym okreslonymi natu-
ralnie.

1.7 Dziedzina Calkowitosci

Pierscienn R to dziedzina catkowitosci gdy (Vu,v € R)u - v
Znlr] = w(x) =27 —x (MTF) (Vz € Z7) w(z) =0

0 = (u=0VvVov=0)



1.8 Dziedzina Euklidesowa

Nazywamy dziedzine catkowitosci (X, +,-,0), ze AN : X — N, N(0) = 0, takie, ze
1. Va,be X)(b#£0) = [Bg,re X)a=q-b+7rA(r=0VN(r) < N(Ob))
2. (Ya,be X)(b#0) = N(a) < N(a-b)

Uwaga. Jesli istnieje n ktore spelnia 1 to istnieje N, ktore spelnia 1,2.
Uwaga. N, N ktore spelnia 1, 2 nazywamy norma dziedziny euklidesowej R € EUCL

Przyktad: w Z: N(k) = |k|
Przyklad: w Z[i] : N(a + bi) = a® + b?

2 Wyktad II

by Michat Walus

Fakt:

Przyklad: < a + bi > w Z[i]

<a+bi>={(a+bi)(x+yi):x,y€El}= {(a—l—bi)vN(w—l—y)-O(p:a:,yEZ}

gdzie O, to obroét o jakis kat ¢, tanp = £.

2.1 Wielomiany

Przyklad. K[z], K - cialo. f € K[z] = N(f) = deg(f).

Jak sprawdzi¢ kiedy f € K|[z] spelnia f =07

Fakt: f =0 < (A € K)(|A| > deg(f) A (Vx € A)f(x) =0)

Def. Jesli f € K(z], f = > yaix’, an # 0, to okreslamy wiodacy jednomian LT(f) =
apz™. (LT(0) =0)

2.2 Idealy

Def. Dziedzine calkowitosci R nazywamy dziedzinag idealow gtownym (PID - Perfect Ideal
Domain), jesli

(VZ € ID(R))(Fa)I =< a >
Fakt: W dziedzinach euklidesowych < a,b >=< ¢ >=c¢ € NWD(a,b)



Fakt: dla < <a>C<d>
Wniosek: (dja A d|b) <= < a,b>C<d>

Fakt: w R € EUCL,dlab#0,a=0b-qg+r mamy < a,b >=<b,r >

2.3 Algorytm Euklidesa
Tw. (Euklides) Jesli NWD(n,m) = d, to

(3a,b € Z)d = an + bm (tozsamosé Bézouta)

<a,b>=<d>=d=X-b+Y r=d=X-b+Y - -(a—b-q¢)=a- Y +bX —q-Y)

Roszerzony algorytm Euklidesa:

EXT_NWD(a, b) {
if (b = 0) { return (a, 1, 0)}
else {
(q, r) = div(a b)
(d, X, Y) = EXT_NWD(b, r)
return (d, Y, b * (X - q * Y)

}
}
div(f, q) {
q=0,p=f%
while (p !'= 0 && LT(g) | LT(£)) {
q += LT(£)/LT(g)
p -=g x (LT(f) / LT(g))
}
return (q, p)
}

2.4 CzeSciowy porzadek
Def. w NF
(@1, k) < (Wi uk) = /\fz S Yi

Lemat Dicksona -

Niech 7, = (a:§"), ...,x,"”) € NF. Wtedy istnieje podciag i1, i, . ..

niemalejacy.

D-d
A, =7Z[N].

taki, ze (Ty)jen jest



1. Jesli |Ag| < Vo, to istnieje Z € N, taki ze [771[Z]| = No. Wystarczy wzia¢ podciag
sktadajacy sie z samych Z.

2. Indukcja ze wzgledu na k.

(a) (k =1) Ktadziemy T;; = min Ay, i1 € {n € N:z, = minAg}. A; = Ao\{Z:; }.
Dalej T3, = min A1, A; = A;\{7y, }.
Oczywiscie (T, )neny ma podciag niemalejacy.

(b) (k = k+1) 7 = (xgn),...,x;n)). Ciag (m,(ﬁ)l)n ma podciag niemalejacy

(")), } }
Z zatozenia indukcyjnego y; = (a:g“), e ,x,(g”)), istnieje (y;,); - niemalejacy w N
Zatem (xﬁljl), ...) jest niemalejacy.

3 Wyklad III

again by Rafat Wlodarczyk

3.1 Multiindeksy

Multiindeksem nazywamy o = (g, ag,...,q,) € N™.
Dlugo$é multiindeksu « to |af = D1 | o

a+ﬂ:(a1+61,a2+ﬂg,...,an+6n)
Oégﬁ s /\?ZlOéigﬂi

n

al = [](e)!

i=1
Gdy k = |a|, to okreslamy (Z) = % Rozwazamy K[x1,xa,...,z,], 0z0. & = (X1, X9, ..., Ty):
n
¥ = Ha:la
i=1

P. 23y2? - = (z,9, 2), 2312 = 23y2?
0=(3,1,2) Ja|=34+142=64=(1,1,00 f<a

3.2 Wspoblczynniki multimianowe

Twierdzenie o wspotczynnikach multimianowych.

(5e) - 5 ()



P (z+y+2)* = ((300)) 3yozo_~_((2’i0))x2yzo+( 201)) %Y Z+((1 ,o))xy z +((1 1 1))5”3/Z+
((1,0,2))379 2%+ ((0,3,0))3”0?/330 + ((0,3,1))$0y2z + ((0,1,2))5C y2* + ( 0,8 3) ) y02® =1 +y’ +
23+ 4 bayz

Def. Stopieni catkowity jednomianu az® w K[z, xa, ..., T,],gdziea € K, x = (x1,22,...,Zpn),
a = (ay,as,...,q,) okreslamy jako |«| i piszemy tdeg(az®) = |a.

Dla wielomianu f(z) = Y, x®, gdzie Ay = {a € N" : an # 0}. Okreslamy
tdea(f) = maxa{|al}.

P. f(z,y,2) = 232+ 3y +y+ 2 — Ay = {(3,0,1),(0,2,3),(0,1,0), (0,0,0)},a(0,2,3) =
3,tdeg(f) =5

Fakt tdeg(f - g) = tdeg(f) + tdeg(g), f,g9 € K[z] —{0} P. K[z,y], (2,y) = {a(z,y) -z +
b(l’,y) "y avb € K[.’ﬂ,y]} =

={f € Kz,y] : f(0,0) = 0}. (x,y) - nie jest idealem gléwnym (f) = (x,y) wtedy = = af,
tdeg(z) = 1 = tdeg(a) + tdeg(f).

Jesli tdeg(a) =1 to f = const., czy ¢ € (z,y) - tylko jedli ¢ = 0, a to nie moze wygenerowaé
nam przestrzeni.

Jesli tdeg(f) = 1 to tdeg(a) =0, f = 'z - nie da sie wygenerowac y = a'f.

Fakt Jesli d = deg(f), dla f € K[z] oraz (3A) |A| > d A (Va € A) f(a) =0,tof = 0.

Tw. Niech d = tdeg(f), f € K|x1,...,2,] oraz (3A C K)|A| > dA (Va € A™) f(a) = 0, to
f=0

P. f(z,y) =22 +y? — 1,tdeg(f) =2, K =R

D-d. n =1 KO Zal, ze f8K[x1,...,%n, Tpi1]

—~

a€Ay Ao

f= Zglxl,..., C Xl

f(a17a27 .. '7an7mn+1) = Zgi(ala . 'aak) *Tn41

a; € A, |A] > tdeg(f) — |A] > tdeg(g;)
Przypusémy, zeg;(ai,...,a,) = 0 dla wszystkich i =0,1,... k
Wtedy f((a), p41) = 0

P. f(z,y) = 2% + y* + 22y, e(z,y) = (v +y)? Czy f — g = 0. Wystarczy sprawdzi¢ w
9 punktach czy zgadza sie wynik. Rozmaitosé¢ Algebraiczna. Niech F' C K[zq,...,2,].
Rozmaito$é V nazywamy:

V(F)={ae K": (Vf € F)f(a) = 0}

P.V({z® +y* - 2,2° —y*}) = {(-1,-1),(1,-1), (-1,1), (1, 1)}

P. F,GC Klxy,...,zp]

PVFUG =V(F)NV(QG).

PV(F)UV(G)=V({f g:feFgeG})

P.V(F) =V{{F)

p. V({m2 +y? —2,2% —y}) = V((a? +y —2,2% —y)) = V((22° - 2,2® — y?)) = V((a? —
La?—y?) =V((@?-1))NV((z? —y*)) = [V({z—1)) UV (2 +2)] N[V ({z —y)) UV ({z +))]
4 Wyklad IV

Rozmaitoscia algebraiczng rodziny F C K[z, ...,z,] to zbior:



V(F) =A{(a1,a2,...,a,) € K" : (Vf € F) f(a) = 0} (4.0.1)

P. V({0}) = K»
P V(F)UV(G)=V({fg: f€F.geG})
P. V(F)NV(G) = V(FUG)
P. V(22 +y*-1)
v = e M0 = g

c(1+tH) +t2 —1=0Ay(1+1%) -2t =0

P. V(z(1+2) + 12 — 1,y(1 + %) — 2¢)
P.V(z?2—y*-9, (u—2)%+(v—y)? —1) - Réwnanie ramienia robota, gdzie pierwszy segment
ma dlugosé 3, a nastepny 1. Ale super!! Ruch kamery przymocowanej do drona itd.

Definition. Ideal Generowany. Niech A C K". Wtedy:
I(A) = {f € K[z, ...,x¢] : (VainA) f(a) = 0}
Fakt. I(A) - ideat Fakt. I C I(V(I)) - rozmaito$¢ na ideale to ideal.

. P V(2 37) = (00, 1OV, 170) = oo+ oy b € Kl =
T,y

Def. Dobry porzadek < na N™ (obcinamy do dlugosci n) nazywamy porzadkiem jed-
nomianowym (Monomial Order), jesli Vo, 8,y e N")a <  — a+ v < B+ 7, gdzie
a<b < (a<bAa#b).P <ex na N" jest MO.

Def. Przy pomocy porzadku MO mozna wprowadzi¢ dobry porzadek na jednomianach
K[z1,...,z,] nastepujaco:

<3’ = a<p
P. Dla <jox na N2, y < 2
l<y<y’<-<z<ay<zy’<---<a*<ziy<...
Def Graded Lex. na N™
a<gr B = (laf <|B|V (lo] = |8]* <iext B))

Polynomial Quotient Reduce f1,4g1,92,-..,9n € K[21,..., 2]

PQR(f, {g1,-. ., gx}) F((2)) = X0y 0:(7) - @:(3) + 7(2)
P PQR(1, {z%, 2% +1}) = ((0,0),1)
P PQR(1,{z?%, 2% + 1}) = ((—1,1,0))



	Lecture I
	Grupa
	Pierścień
	Ciało
	Ideał
	Relacja Równoważności
	Pierścień Ilorazowy
	Dziedzina Całkowitości
	Dziedzina Euklidesowa

	Wykład II
	Wielomiany
	Ideały
	Algorytm Euklidesa
	Częściowy porządek

	Wykład III
	Multiindeksy
	Współczynniki multimianowe

	Wykład IV

