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1 Zadanie 1 - Pierscien Liczb Gaussa

Pierscien Liczb Gaussa (Z[i] - Gaussian Integers) to zbior liczb:

Zlij={a+bi:a,beZ}, i*=-1

Wyrédzniamy dwie sktadowe z € Z[i] - rzeczywista a i urojona b. Dla zadanych danych wystar-
czajace jest zdefiniowanie struktury danych, w oparciu o typ catkowity int64_t:

class Gauss {
int64_t real;
int64_t imaginary;

Klasa Gauss zawiera nastepujace metody:

e Norma zgodna z definicja N(a + bi) = a® + b. Dla zadanych danych a + bi = 2 + 7i:
Norm(2+71i)

-> N = 53

Dzielenie z reszta X/Y: X = QY + R, gdzie N(R) < N(Y). Dzielenie odbywa si¢ w C, a
nastepnie jest zaokraglane do najblizszych liczb catkowitych.

Q_a+bz’ c—di_{ac—i—bd" [bc—ad"
c+di c—di | N(y) N(y)
R=X-QY

Na podstawie funkcji || (zaokraglenie do najblizszej liczby caltkowitej) mozna zdefiniowaé 4
przypadki dzielenia, poprawne jesli N(R) < N(Y'). Dla zadanych danych X = (¢+a)+(d+b)i =
11 + 144 oraz Y = 6 + 2::

Div(11+14i,6+21), N(Y)=40
-> Q = 2+1i ; R = 1+4i, N(R)=17

-> Q =2+2i ; R = 3-2i, N(R)=13
-> Q = 3+1i ; R = -5+2i, N(R)=29
-> Q = 3+21i ; R = -3-4i, N(R)=25

Co zgadza sie z oczekiwaniami poniewaz N(R) < N(Y') dla wszystkich 4 przypadkow oraz w C
wynik dzielenia jest rowny 2.35 + 1.55¢, widzimy jednoczesnie ze naturalne zaokraglenie (od 0.5
w gore) daje najmniejsza norme reszty - wynik najblizszy temu w liczbach zespolonych.



e Wyznaczenie NWD oraz NWW. NWD jest wyznaczany za pomocs standardowego Algorytmu
Euklidesa, wykorzystujacego wyzej zdefiniowane dzielenie z reszta. NWW jest wyznaczany na

podstawie NWD, zgodnie z zaleznoscia LCM (X,Y) = %. Dla zadanej listy (a + bi, c +
di,e + di):

Array=(2+71,9+71,6+71)
-> GCD = 1+0i, -1+0i, O+1i, 0-1i
-> LCM = -245-725i, 245+725i, -245+725i, 245-725i

Jesli GCD(X,Y) = 1, to kazdy wunit € {1,—1,4,—i} dzieli X i Y wobec tego znow mamy 4
przypadki NWD i NWW. Wywotania dla listy pustej oraz jednoelementowej daja odpowiednio:

GCD () = 0+0i
GCD (2+71) = 2+7i

2 Zadanie 2

Pierscienn wielomianow R[x] to zbior wielomianéw o wspolezynnikach rzeczywistych:
Rlz] = {apz" + 12" '+ .. +ax+ao:neNq € R}
Reprezentacja wielomiandéw jest realizowana za pomocs wektora wspotczynnikow:

class Poly {
std: :vector<double> c;

by

Gdzie c[i] to wspotczynnik przy x?. Najprostsza optymalizacja pamicciowa byloby wykorzystanie
struktury sparse vector, przy czym nie jest ona potrzebna do wykonania obliczenn dla zadanych nie-
wielkich danych. Klasa Poly zawiera nastepujace metody:

e Norma N(w) = N(apz™+---+ag) = max;i: a; > 0 = st(w) - stopienn wielomianu. Dla zadanych
danych (cz® 4 b):

Norm(9x~2 + 7)
2

e Drzielenie z reszta - algorytm dzielenia w shupku, gdzie dzielnik jest odejmowany od dzielnej
dopoki norma reszty jest wieksza lub réwna normie dzielnika. Dla zadanych danych X = cx®+b =
922 4+ TorazY =x + 1:

Div(9x~2 + 7;x + 1)
Q=9x -9
R = 16

e NWD NWW - analogicznie do zadania 1, z wykorzystaniem algorytmu Euklidesa oraz zaleznosci

LCM(X,Y) = iy

e EE - rozszerzony algorytm Euklidesa - dla wielomianéw V,W znajduje v,IW takie ze vV +wW =
GCD(v,W). Dla zadanych danych v(x) = ax®+bx?+cz+d oraz w(r) = dr3+ex?+ fr zachodzi:



Extended GCD(2x"3 + 7x"2 + 9x + 7, 7x~3 + 6x~2 + 2x)

GCD =1

7.2819148936169995x"2 - 45.545168304985815x + 30.627202839034926
-2.0805471124619994x~2 + 7.5143164327749465x + 21.585676291793167

A%

w

Na tej podstawie jesteSmy w stanie znalezé g : 1 ¢ GCD(v(x), w(z)+g) - czyli v(z), w(x)+g mu-
sza wspoldzieli¢ pierwiastek. Wyznaczmy numerycznie pierwiastek v(a) = 0 (metoda bisekcji),
nastepnie wyznaczmy g takie ze w(a) + g = 0:

g =—w(a)

Dla zadanych danych:

Root of v: -2.1693702696445882
w at root of v: -47.56767332520533
GCD(2x~3 + 7x"2 + 9x + 7, 7x~3 + 6x~2 + 2x + 47.56767332520533)
GCD = x + 2.1693702700163935
LCM(2x~3 + 7x72 + 9x + 7, 7x~3 + 6x~2 + 2x + 47.56767332520533)
LCM = 14x"5 + 30.628816219770492x~4 + 42.554756687034x~3 +
+ 119.8183226457778x~2 + 133.04340632545495x + 153.48864962269494

3 Zadanie 3

Porzadek produktowy < na N jest definiowany jako:
(al,ag,...,an) < (bl,bQ,...,bn) <~ (VZ = 1,2,...,n)ai < b;
Wykonajmy sprawdzenie dla zadanych par (a,b), (¢,d), (e, f) = (2,7),(9,7),(6,2) (kazdy z kazdym):

compare([2, 7], [2, 7]) is ==
compare([2, 7], [9, 7]) is <=
compare([2, 7], [6, 2]) is no comparison possible
compare([9, 71, [2, 7]) is >=
compare([9, 71, [9, 7]) is ==
compare([9, 71, [6, 2]) is >=
compare([6, 2], [2, 7]) is no comparison possible
compare([6, 2], [9, 7]) is <=
compare([6, 2], [6, 2]) is ==

Wykonajmy sprawdzenie dla trojek (a,c,e), (b, d, f) = (2,9,6), (7,7,2):
compare([2, 9, 6], [7, 7, 2]) is no comparison possible

Nastepnie tworzymy algorytm znajdujacy dla danego zbioru punktéw A C N” zbior elementow <-
minimalnych:

Min(A) ={a€ A: b€ A:b<a}

Algorytm naiwny sprawdza dla kazdego punktu a € A czy istnieje punkt b € A taki ze b < a. Jesli
tak, to @ nie jest <-minimalny. Jego ztozono$¢ mozna ocenié¢ na O(n?), gdyz dla kazdego z n punktow
sprawdzamy pozostale n — 1 punkty. Algorytm ten jest jednak zupetnie nieefektywny dla zadanego
zestawu danych, dlatego proponowany algorytm wykorzystuje sprytniejsze sprawdzanie.



for (p in A)
is_min = true
for (q in MIN)
if (p < q)
MIN.remove(q)
is_min = false
break
else if (q < p)
is_min = false

break
if (is_min)
MIN.add(p)

Musimy sprawdzi¢ kazdy element p z A. Nastepnie budujemy zbiér MIN, ktory bedzie zawieral <-
minimalne elementy. Jesli znajdziemy taki element p, ze istnieje ¢ € MIN taki ze p < ¢, to usuwamy ¢
ze zbioru MIN, poniewaz ¢ nie jest juz <-minimalny. Jesli zachodzi ¢ < p to na pewno p nie jest <-
minimalny, wiec mozemy przejesé dalej. Ztozonosé tego algorytmu zalezy od rozmiaru zbioru [MIN| = m
i wynosi O(nm). W najgorszym przypadku, gdy wszystkie elementy sa <-minimalne, ztozonos¢ bedzie
O(n?), ale w praktyce jest znacznie lepsza, poniewaz [MIN| < |A| dla zadanych danych (szacujemy
takim bounding box-em, w granicach rozsadku - kwadratu wokot okregu i jego dolnego zarysu).

e Szukamy elementéw <-minimalnych w zbiorze A = {(z,y) € N? : (z —a)? + (y — b)? < 5}, gdzie

a=21b="17.

Count Min elements of A: 3
Min elements of A:
(o, 71,1, 61,[2, 5]

e Nastepnie szukamy elementéw <-minimalnych w zbiorze B = {(1, 22, 3, 24) € N* : (21 —¢)? +
(2 — d)? + (z3 —€)® + (x4 — )2 > 224}, gdzie c=9,d =T, e=61i f = 2.

Count Min elements of B: 30
Min elements of B:

o, o, o, tol, [0, o, 13, 9], [0, O, 14, 8], [0, O, 15, 6], [0, O, 16, O]

[0, 15, o, 91, [0, 15, 13, 8], [0, 15, 14, 61, [0, 15,
(o, 16, 13, 61, [0, 16, 14, 0], [0, 17, 0, 5], [0, 17,
(19, o, 0, 9], [19, 0, 13, 8], [19, O, 14, 6], [19, O,

(19, 15, 13, 6], [19, 15, 14, 0], [19, 16, O, 5],

15, o], [0, 16, 0, 8]
13, o], [0, 18, 0, 0]
15, 0], [19, 15, 0, 7]
16, 13, 0], [19, 17, 0, O]

20, o, o, 71, [20, O, 13, 5], [20, O, 14, 0], [20, 15, O, O], [21, O, O, O]



