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Podsumowanie

Udalo mi si¢ wykonaé¢ wszystkie zadania oraz zaproponowaé¢ dwa sensowne przyblizenia zadanych figur geome-
trycznych - Kamon Cesarza Japonii oraz figure z japonskiego paszportu.

Zadanie 4

a) Struktura przechowujaca wielomiany wielu zmiennych rzeczywistych

Proponowany kontener to mapa klucz — wartosé, w ktorej kluczem jest wektor wyktadnikow (jednomian bez
wspoOlezynnika), a wartoscig jest wspotczynnik zadanego jednomianu. Nieobecne w strukturze klucze (jedno-
miany) sa interpretowane jako majace wspolczynnik réwny zero. Przyktad. Funkcja f (Cw. 37.) dana wzorem
f=a3%—22.y — 2% 2 bedzie reprezentowana jako trzy elementy w mapie:
{(3,0,0) — 1} (odpowiada | - z?),

{(27 ,0) - } (OdeWiada : xZ 'Y )a

{(2,0,1) = 1} (odpowiada | -z*- 2).
Zalety struktury: W przypadku wielomianow zadanych w tym sprawozdaniu (dla ktorych wiekszo$¢ wspol-
czynnikow jest rowna zero) implementacja z mapa pozwala unikngé przechowywania wielu zer, jednoczesnie
zachowujac szybkie odwolania do kazdego ze wspoétczynnikow oraz calej listy klucz oraz calej listy wartosé.
Realizacja w C++ wyglada nastepujaco:

using monomian_t = std::vector<int64_t>;
using poly_t = std::unordered_map<monomian_t, int64_t, container_hash<monomian_t>>;

Wykorzystujemy kontenery vector oraz unordered_map z STL oraz container_hash do haszowania wektorow
wykltadnikéw z Boost.

b) Porzadki na jednomianach

Majac jednomian aM = a - 7' - 25? - - - xtr, gdzie a jest wspolezynnikiem, a e; sa wykladnikami zmiennych x;,
porzadki na jednomianach definiuja sposoéb poréwnywania dwoch jednomianéw w celu ustalenia, ktory z nich jest
"wiekszy"lub "mniejszy zostanie wpierw wykorzystany do poréwnywania jednomianéw w PolynomialReduce.

ba) Standard Lex

Standard Lex poréwnuje jednomiany zakladajac ustalona kolejnosé zmiennych (z; > xz2 > ... > x,) 1 porow-
nujac wyktadniki zmiennych w tej kolejnosci.

(M=a-2z525...) <y (N=b-al'zl? .. ) = (Fe{l,...;nhH(es< fi)AN(Vji<i:ej=f)))

bb) Permutowany Lex

Permutowany Lex jest modyfikacja, Standard Lex, ktéra dodatkowo przyjmuje permutacje 7. Poréwnuje jed-
nomiany zaktadajac ustalong kolejnos¢ zmiennych (xr(1) > Tr2) > ... > Tn(n)) i porownujac wyktadniki
zmiennych w tej permutowanej kolejnosci.

M <9 N <— ((32 S {17 Ce ,n}) (eﬂ.(i) < f.,r(l-)) 1A\ (V] <1i: er(j) = f.,r(j)))



bc) Graded Lex

Graded Lex jest hybryda Standard Lex i porzadku stopniowego. Najpierw poréwnuje jednomiany wedlug sumy
wykladnikow (stopnia), a jesli sa rowne to porownuje je wedtug Standard Lex.

n n
M <3 N < (Zei<zfi) else M <, N
=1 =1

c) PolynomialReduce

PolynomialReduce to algorytm pobierajacy na wejsciu wielomian f oraz ciag wielomianow G = (g1,...,9n).
Algorytm zwraca ciag wspolczynnikow (aq, ..., a,) oraz wielomian r taki, ze:

F=Y ai-gitr
i=1

Idea algorytmu

Wykorzystujac jeden ze wezesniej zdefiniowanych porzadkéw na jednomianach dokonujemy redukeji wielomianu
f wzgledem ciagu G

1. Dopdki f # 0. Znajdz m = LT(f, ord) - najwiekszy jednomian m w f wedlug porzadku ord.
Ustal LC(m) = a oraz LM (m) = M. (Leading Coefficient oraz Leading Monomial odpowiednio).

2. Dla kazdego ¢; w G znajdz m; = LT(g_i, ord), czyli najwiekszy jednomian m; w g; wedtug ord.
Ustal LC(m;) = b oraz LM (m;) = N.

3. Sprawdz czy LM (m;) dzieli LM (m). Spelniony musi zosta¢ warunek: (Vj : LM (m)[j] = LM (m;)[j]).
4. Jesli tak:

(a) Wykonaj redukcje: f := f — % . % o

LC(m)  LM(m)
LC(m;)  LM(m;)"

(b) Zaktualizuj wspolezynnik a; := a; +
(c) Wr6é do kroku 1.

5. Jesli nie, dodaj LM (m) do r(eszty) ze wspotczynnikiem LC(m) i usui m z f. Wro¢ do kroku 1.

Kod w C+-+

inline std::tuple<std::vector<poly_t>, poly_t>
poly_reduce (

~

const poly_t& f,
const std::vector<poly_t>& G,

bool (*compare) (const monomian_t&, const monomian_t&)

size_t n = G.size();
std::vector<poly_t> q(n);
poly_t r;

poly_t p = £f;

while (!p.empty()) {

auto lt_p_it = get_lt(p, compare);
const monomian_t Im_p = lt_p_it->first;
int64_t lc_p = lt_p_it->second;

bool divided = false;
for (size_t i = 0; i < n; ++i) {
if (G[il].empty()) continue;

auto lt_g_it = get_1lt(G[i], compare);
const auto& 1lm_g = lt_g_it->first;



int64_t lc_g = lt_g_it->second;

bool divisible = true;
for (size_t j = 0; j < lm_p.size(); ++j) {
if (lm_p[j]l < Im_g[jl) {
divisible = false;
break;

if (divisible) {

monomian_t q_mon;

for (size_t j = 0; j < lm_p.size(); ++j) {
g_mon.push_back(lm_p[j]l - 1m_g[jl);

¥

int64_t q_coef = lc_p / lc_g;
qlil[q_mon] += qg_coef;

for (const auto& [mon_g, coef_gl : G[i]) {
monomian_t new_mon;
for (size_t j = 0; j < mon_g.size(); ++j) {
new_mon.push_back(q_mon[j] + mon_gl[jl);

}

plnew_mon] -= coef_g * q_coef;

if (p[new_mon] == 0) p.erase(new_mon);
¥
divided = true;
break;

if (!divided) {
r[1lm_p]l += lc_p;
p.erase(1lm_p);

return {q, r};

d) Rozwiazanie ¢éwiczenia 37 z listy zadan

Rozwazamy porzadek GradedLex oraz wielomiany f = z3 — 22y — 222, g1 = 2%y — 2, go = vy — 1. Redukujemy
przy uzyciu funkcji PolynomialReduce. Wprowadzam do programu nastepujace kodowanie parametrow:

poly_t poly{ poly_t gi{ poly_t g2{
{{3,0,0},{1}}, {{2,1,0},{1}}, {{1,1,0},{1}},
{{2,1,0},{-1}}, {{0,0,1},{-1}} {{0,0,0},{-1}}
{{2,0,1},{-1}} }s };

};

Wynikiem dzialania programu sa nastepujace wspolczynniki oraz reszty:

r1=(x"3) - (x~2)(2) - (2)

a(go) = -1

a(gl) =0

r2=(x"3) - (x~2)(2) - (x)
a(g0) = -(x)

a(gl) =0

Wynik interpretowany (w pierwszym przypadku g; < g0, g2 < gl, a w drugim gs < g0, g1 < gl):

f==1-9140-go+ (2 —2%2 — 2)

f=—2-g+0-g1 + (2* — 2?2 — 1)



Reszty sa rézne, poniewaz PolynomialReduce redukuje po pierwszym spelniajacym warunek dzielniku. Wynik
zalezy wiec od kolejnosci wielomianéw w ciggu G.

Czyri —rg € (gl,gg>? Tak.
Z definicji ideal (g1, g2) to zbior wszystkich kombinacji liniowych wielomianow g; i go, czyli:

a-g1+b-gs dladowolnych a,b € R[z,y, 2]
Zauwazmy teraz, ze roéznica reszt:
ri—ryz=(a-g1+b-g2)—(a g1 +V -g2)=(a—a) - g+ b-V) g2

Skoro a,a’,b,b" € Rz, y, 2], to a—a’ oraz b—b’ réwniez naleza do R[z, y, z]. Oznacza to, ze r; —rs jest kombinacja
liniowa g1 1 g2, a wiec nalezy do idealtu (g1, ¢g2).

e) Wplyw porzadkéw na wynik PolynomialReduce
Wezmy h takie ze dla danych (a,b,c,d, e, f) = (2,7,9,7,6,2):
h(z,y,z) = % — y°2? + 227 e Rz, v, 7]
h(z,y,z) =22y — %27 + 222
Pokazmy, ze istnieje taki ciag wielomianéw G, ze wynik redukeji h wzgledem G bedzie rézny dla porzadkow
Standard Lex, Permutowany Lex z m; = (2,1,0) oraz Permutowany Lex z mo = (1,2,0) Najprosciej wymysli¢

wielomian g;, taki ze kazdy z porzadkéw wybierze inny jednomian jako najwiekszy.
Wezmy najprosciej jednoelementowy ciag G = (g1), gdzie g1 = x® + yb + 2°. Wtedy:

1. Porzadek Standard Lex (z > y > z) wybierze najpierw x° jako najwiekszy jednomian w g;, wiec redukcja
nastapi po z°.

2. Porzadek Permutowany Lex z permutacja m1 = (2,1,0) (2 > y > x) wybierze najpierw 2z jako najwigkszy
jednomian w g;, wiec redukcja nastapi po 2°.

3. Porzadek Permutowany Lex z permutacja 7o = (1,2,0) wybierze najpierw y% jako najwiekszy jednomian
w g1 (stopien 6 jest wiekszy niz stopieri 5), wiec redukcja nastapi po y°.

Zobaczmy, ze implementacja PolynomialReduce potwierdza te intuicje. Dla kazdego z porzadkéw otrzymujemy
inng reszte oraz inny wspoélczynnik przy g;.

Wynik Programu:

Formatted polynomial: -(y~9)(z"7) + (x~2)(y~7) + (x76)(z"~2)
gl: (x~B) + (y~6) + (2°5)
Remainder (lex): (x72)(y~7) - (x)(y~6)(z"2) - (x)(z"7) - (y~9) (z"7)
a(gn) = (x)(z"2) // (x>y>z) zredukowalismy po x5,
// nic nie jest wigksze niz x75
Remainder (ordered lex): (x76)(z"2) + (x75)(y~9)(z~2) + (x~2)(y~7) + (y~15)(z~2)
a(go) = -(y~9)(z~2) // (z>y>x) pil : zredukowalismy po z~5
// wiec nic nie jest wigksze niz z~5
Remainder (ordered lex): -(x~7)(y) + (x76)(z"2) + (x"B)(y~3)(z°7) - (x~2)(y)(z"56) + (y~3)(z~12)
a(go) = (x~2)(y) - (y~3)(z"7) // (y>z>x) pi2 : zredukowalismy po y~6
// wiec nic nie jest wigksze niz y~6
Remainder (graded lex): -(x~7)(y) + (x76)(z"2) + (x75)(y~3)(z"7) - (x~2)(y)(z"5) + (y~3)(z~12)
a(gd) = (x"2)(y) - (y~3)(z"7) // powtdrzona sytuacja z ordered lex,
// dla ciekawostki bo mamy juz 3
// powyzsze lex-y dajace rdézne wyniki

Zapis wynikow w formie matematycznej. Jak wida¢ wszystkie reszty i wszystkie wspotczynniki przy g; sa rozne.

Qex(g1) = 227

Tlox = x2y7 — xy622 —zz’

2T
O‘orderedilex(ﬂﬂ(gl) = —y9Z2
7Aordcrcd_lcx(ﬂ'l) = x622 + $5y9Z2 + .%'2y7 + y1522
O‘orderedilex(ﬂ'z)(gl) = ny - y327
Tordered lex(ma) = _x7y + 2%2° + 1’5y327 - x2yz5 + y3212
Zeby uniknaé takiej sytuacji mozemy sprobowac wkorzystaé baze Grobnera zamiast dowolnego ciagu G, poniewaz
ta baza jest definiowana jako taka, ktora dla kazdego wielomianu f daje jednoznaczng reszte r niezaleznie od
porzadku na jednomianach.



Zadanie 5

Figura z Japonskiego Paszportu w oparciu o Quadrifolium

Wezmy Quadrifolium, czyli krzywa zadang rownaniem r = sin(26) w uktadzie biegunowym. 6 € [0, 27].
. . . P(k=1%)
r(0) =sin(20)  stosujemy powinowactwo prostokatne r(6) — r(46)

r(0) = sin(80) nakltadamy wartosé¢ bezwzgledna r(0) H, |r(6)]

1
10

1

r(0) = |sin(80)] wygladzamy poprzez potege (-)™ dlam = r(6) o r(6)10

7=[0,0.18]

r(0) = |Sin(89)|% dodajemy przestrzeii na wewnetrzny okrag r(6) r(0) +0.18

r() = 0.18 + | sin(86)| 5
Dodajemy okrag o promieniu 0.18 (z? + y? = (0.18)?) i umieszczamy te réwnania w GeoGebrze.
1. £(£)=0.18 + (abs(cos(8t)))~(1/10)

2. Curve(f(t)cos(t),f(t)sin(t),t,0,2pi)
3. x~2+y~2=(0.18)"2

Tworzymy za pomoca GeoGebry wykres XY tej funkcji, a nastepnie dostosowujemy kolory i grubosé linii,
aby uzyskaé efekt zblizony do emblematu z japoriskiego paszportu. (niewielkie roznice w kolorach wynikaja z
wysokiej ziarnistosci zdjecia referencyjnego). Przyjmujac pewne tolerancje dla druku tak stworzony szablon jest

bardzo zblizony do oryginatu.

Paszport Japonii

(a) Figura stworzona w GeoGebrze - geogebra.ggb (b) Japonski Paszport - zrodto Wikipedia

Srodowisko geogebra.ggb. Obok sprawozdania zamieszczam rowniez plik geogebra. ggb z projektem GeoGe-
bry, ktory mozna zaladowa¢ do programu, aby na zywo zobaczy¢ figure widoczng ponizej po lewej stronie. Po

prawej stronie znajduje sie referencja - zdjecie japorskiego paszportu.


https://en.wikipedia.org/wiki/Japanese_passport

Rozmaitosé¢ algebraiczna

Figure mozna przedstawi¢ jako rozmaito$é algebraiczna. W tym celu sprowadzmy réwnanie polarne do po-
staci kartezjanskiej. Wykorzystajmy narzedzie WolframAlpha do przeksztalcenia r(0) — f(z,y) (pod spodem
wykorzystal podana w Curve parametryzacje = rcosf, y = rsinf):

wolfram> r(t) =0.18 + (abs(cos(8t))) pow (1/10) to cartesian
Vrz+y2 =018+ ’COS (8tg_1 (Q))
x

Na tej podstawie tworzymy rozmaitoéé algebraiczna V w RZ:

V(_m+0.ls+\cos (st (4)) ) W R

1
10

Figura z Japonskiego Godla

Przy pomocy bardzo podobnych operacji mozna doj$¢ do Kamonu Cesarza Japonii. W tym przypadku zdecy-
dowalem sie pokazaé rysunek konturowy. Wykorzystane polecenia:

£(t) = 0.13 + 17/20 (abs(cos(8t)))~(1/13)

Curve (f (t)cos(t),f(t)sin(t),t,0,2pi)

g(t) = 0.74 + 1/4 (abs(cos(8t + pi/2)))~(1/4) // tu dochodzi do rotacji
Curve(g(t) cos(t) (g(t)>0.965),g(t) sin(t) (g(t)>0.965),t,0,2pi) // filtrowanie wartosci parametrdw
x~2+y~2=(0.13)"~2

O WwN -

Po lewej stronie wykonany w GeoGebrze wykres XY z siatka polarng. Tym razem bez dostosowania kolorow,
aby ukazaé efekt konturowy, ktory pokrywa sie z oryginatem. Po prawej stronie znajduje sie referencja, z ktorej
odtworzytem figure.

Kamon Cesarza Japonii

(a) Figura stworzona w GeoGebrze - geogebra2.ggb (b) Godlo Japonii - zrodto Wikipedia


https://en.wikipedia.org/wiki/Mon_(emblem)

