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1 (a) Pierscien Wielomianéw Wielu Zmiennych

Strukture danych dla pierscieni wielomianéw wielu zmiennych Rz, ..., z,] implementuje jako mape klucz —
wartoéé, w ktorej kluczem jest wektor wyktadnikéow (jednomian bez wspolezynnika), a wartoscia jest wspotezyn-

nik zadanego jednomianu. Nieobecne w strukturze klucze (jednomiany) sa 1nterpretovvane jako majace wspol-

czynnik rowny zero. Przyktad. Funkcja f (Cw. 37.) dana wzorem f = 2% — 2% -y — 2% - 2 bedzie reprezentowana

jako trzy elementy w mapie:

} (odpowiada 1 - z?),
{(2’ aO) - } (OdeWiada _xQ 'Y )7
}

(odpowiada — 1 - z* - 21).

Wielomiany jednej zmiennej mozna przechowywaé w prostszej postaci zwyktlej tablicy. Operacje pierscieniowe
ulegaja zmianie - cz¢$¢ wymaga porzadku na jednomianach, ktéry nie jest potrzebny w przypadku wielomianow
jednej zmiennej.

2 (b) PolynomialReduce, Syzygium, algorytm Buchbergera

2.1 PolynomialReduce

Algorytm PolynomialReduce jest tozsamy z poprzednim sprawozdaniem. Jest to algorytm pobierajacy na wej-
$ciu wielomian f oraz ciag wielomianow G = (g1,...,g,). Algorytm zwraca ciag wspotczynnikow (ai,...,a,)
oraz wielomian r taki, ze:

n
= Z Qi g +r
i=1
Wykorzystujac jeden ze wezesniej zdefiniowanych porzadkéw na jednomianach dokonujemy redukcji wielomianu
f wzgledem ciagu G

1. Dopdki f # 0. Znajdz m = LT(f, ord) - najwiekszy jednomian m w f wedlug porzadku ord.
Ustal LC(m) = a oraz LM (m) = M. (Leading cicient oraz Leading Monomial odpowiednio).

2. Dla kazdego g; w G znajdz m; = LT(g_1i, ord), czyli najwiekszy jednomian m; w g; wedlug ord.
Ustal LC(m;) = b oraz LM (m;) = N.

3. Sprawdz czy LM (m;) dzieli LM (m). Spelniony musi zosta¢ warunek: (Vj : LM (m)[j] > LM (m;)[j]).

4. Jesli tak:

(a) Wykonaj redukcje: f:= f — LLC(m) . LLJ{;[((;L",)) - g

C(m;)

(b) Zaktualizuj wspotczynnik o := a; + Lg((m )) LLAIZI((m ))

(¢) Wréé do kroku 1.

5. Jesli nie, dodaj LM (m) do r(eszty) ze wspotczynnikiem LC(m) i usui m z f. Wré¢ do kroku 1.



inline std::tuple<std::vector<poly_t>, poly_t>
poly_reduce (

~

// Wielomian f

const poly_t& f,

// Ciag wielomiandéw G = (g_1, ..., g_n)

const std::vector<poly_t>& G,

// ord na jednomianach

bool (*compare) (const monomian_t&, const monomian_t&)

size_t n = G.size();
std::vector<poly_t> q(n);
poly_t r;

poly_t p = £f;

// (1) Dopdki p != 0

while (!p.empty()) {
// LT(f) = aM, LM(f) = M, LC(f) = a
auto lt_p_it = get_lt(p, compare);
const monomian_t Im_p = lt_p_it->first;
int64_t lc_p = lt_p_it->second;

// Dla kazdego g_i w G

bool divided = false;

for (size_t i = 0; i < n; ++i) {
if (G[i].empty()) continue;

// (2) Znajdz LT(g_i) = bN, LM(g_i) = N, LC(g_i) = b
auto lt_g_it = get_1t(G[i], compare);

const auto& 1lm_g = 1lt_g_it->first;

int64_t lc_g = lt_g_it->second;

// (3) Sprawdz czy LM(g_i) dzieli LM(f) (iteruj po wyktadnikach)

bool divisible = true;
for (size_t j = 0; j < lm_p.size(); ++j) {
if (Im_p[j]l < 1m_gljl) {
divisible = false;
break;

}

// (4) Jesli tak, wykonaj redukcje
if (divisible) {

// 0blicz q = LM(f) / LM(g_i) (iteruj po wyktadnikach)

monomian_t q_mon;

for (size_t j = 0; j < lm_p.size(); ++j) {
q_mon.push_back(lm_p[j]l - 1lm_gl[jl);

¥

// 0blicz q_coef = LC(f) / LC(g_i)
int64_t q_coef = lc_p / lc_g;
qlil[q_mon] += qg_coef;

// Zaktualizuj p := p - q_coef * g_mon * g_i
for (const auto& [mon_g, coef_gl : G[i]) {
monomian_t new_mon;
for (size_t j = 0; j < mon_g.size(); ++j) {
new_mon.push_back(q_mon[j] + mon_gl[jl);

}

plnew_mon] -= coef_g * q_coef;

if (p[new_mon] == 0) p.erase(new_mon);
¥
divided = true;
break;

}

// (5) Jesli nie, dodaj LM(f) do r ze wspdiczynnikiem LC(f)
if (!divided) {

r[1lm_p] += lc_p;

p.erase(lm_p);

}

// Zwracamy krotke ({q_1, ... q_n}, r)
return {q, r};

i usun LT(f) z p



2.2 Syzygium

Stuzy do eliminacji wiodacych wyrazoéw pary wielomianéw f; oraz f;. Na wejsciu znajduja si¢ dwa wielomiany
fi, fj, ich LCM = LCM(LM(f;), LM(f;)) (najmniejsza wspolna wielokrotnosé¢) porzadek jednomianéw ord.
Wynikiem dzialania jest wielomian S(f;, f;) zdefiniowany jako:

_LeM . LCM
CLT(f) 7 LT(S)

S(fis f5) 1

Algorytm dziata w nastepujacych krokach:
1. Wyznacz wiodace sktadniki f;: LT(f;) = (Imy,lc;) oraz f;: LT(f;) = (Imy,lc;).
2. ¥(m,c) € f; (para jednomian, wspolczynnik):
(a) Wyznacz m_new := LCM + (m — lm;).
(b) Dodaj do S(f;, f;) wartosé¢ c - lc; pod kluczem m_new.
3. V(m,c) € f;:
(a) Wyznacz m_new := LCM + (m — lm;).
(b) Odejmij od S(f;, f;) wartosé c - lc; pod kluczem m_ new.
(c) Usuni jednomian z S(f;, f;) jesli powyzsza operacja ustalita ¢_new = 0.
poly_t fi G[il; poly_t £j = G[jl;
auto 1t_i get_1t (fi, order); auto 1lt_j = get_lt(fj, order);

monomian_t lcm = monomial_lcm(lt_i->first, 1lt_j->first);
double_t 1lc_i = 1lt_i->second; double_t lc_j = 1lt_j->second;

poly_t syzygy;

for (comnst auto &[m, c] : fi)
{
monomian_t m_new = lcm;
for (size_t k = 0; k < m.size(); ++k)
m_new[k] += (m[k] - 1lt_i->firstl[k]);
syzygy [m_new] += c * lc_j;

}
for (const auto &[m, c] : £j)
{
monomian_t m_new = lcm;
for (size_t k = 0; k < m.size(); ++k)
m_new[k] += (m[k] - 1t_j->firstl[k]);
syzygy [m_new]l -= c * lc_i;
if (syzygyl[m_new] == 0) syzygy.erase(m_new);
}

2.3 Algorytm Buchbergera

Stuzy do wyznaczania bazy Grobnera dla ciagu wielomianéw F' oraz zadanego ideatu G = {g1, ..., g, }. Algorytm
pobiera ciag wielomianow F' oraz porzadek jednomianéw ord, a zwraca zredukowang baze Grobnera w postaci
ciggu wielomianow G reguced-

1. Skopiuj wielomiany do bazy G « F.

2. Dla wszystkich par (4,7) z G oblicz najmniejsza wspolna wielokrotnosé wiodacych jednomianow i dodaj
pary do kolejki.

Wyznacz Syzygium S;; dla kazdej pary (i, ) w kolejce.
Zredukuj S;; wzgledem aktualnego zbioru G.

Jesli reszta jest niezerowa, rozszerz zbior G i dodaj nowe pary do kolejki.

A

Po sprawdzeniu wszystkich elementéw w kolejce, zredukuj G - to wynikowa baza Grobnera.



// 1. G <- F
std::vector<poly_t> G;
for (const auto &f : F) if (!f.empty()) G.push_back(f);

using index_pair_t = std::pair<size_t, size_t>;
std::queue<index_pair_t > pairs;
// 2. Dla wszystkich par (i,j) stwdérz kolejke Q
for (size_t i = 0; i < G.size(); ++1i)
for (size_t j = i + 1; j < G.size(); ++j)
pairs.push({i, j});

// Sprawdzaj kolejne pary z kolejki

while (!pairs.empty())

{
auto [i, j] = pairs.front(); pairs.pop();
poly_t fi = G[il; poly_t fj = G[jl;
auto 1t_i get_1lt (fi, order); auto 1lt_j = get_1lt(fj, order);
monomian_t lcm = monomial_lcm(lt_i->first, lt_j->first);
double_t 1lc_i = 1t_i->second; double_t 1lc_j = 1lt_j->second;

// 3. Wyznacz syzygium f_i, f_j, opisane w poprzednim algorytmie
poly_t syzygy = Syzygy... ( see previous )
if (syzygy.empty()) continue;

// 4. Redukuj S(f_i,f-J) po aktualnym G
auto [quotients, remainder] = poly_reduce(syzygy, G, order);

// 5. Je§li reszta jest niezerowa dodaj ja do G i nowo stworzone pary do Q
if (!remainder.empty ())
{

size_t new_index = G.size();

for (size_t k = 0; k < new_index; ++k)

{

pairs.push({k, new_index});
}

G.push_back(remainder);

3 (c) Uklady Rownan Krzywych Stozkowych
3.1 Uktlad Pierwszy

Baza Grobnera dla nastepujacego uktadu réwnan:

552 + y2 = 2«'2 GrobnerBasis 5172 + y2 2
(c+1)z=0 2>x>y z

— If:x2—|—y2 | | eql

Drugie réwnanie 10z = 0 wymusza z = 0. Przekrajamy a
dwustronnie nieskoniczony stozek z plaszczyzna prze-
chodzaca idealnie przez wierzchotek stozka. Jedynym
rozwiazaniem jest wiec jeden punkt - wierzchotek. -

V(z? +y?) Wykres 3D (1)




3.2 Uktad Drugi

Baza Grobnera dla nastepujacego uktadu rownan:
1'2 + y2 = 32 GrobnerBasis $2 + y2 — 64
>
z4+8=0 z>x>y z+8
= I;=2"+y°—64

Drugie réwnanie z = —8. Przekrajamy dwustronnie
nieskoniczony stozek z ptaszczyzna przechodzaca powy-
zej jego wierzchotka réwnolegle do osi XY. Zbioér roz-
wiazan jest zatem roéwnaniem okregu.

3.3 Uklad Trzeci

Baza Grobnera dla nastepujacego uktadu réwnan:

.’E2+y2 =22 GrobnerBasis rz+2z+5 3
2 4-
r+2z+5=0 z2>x>y y* —10x + 25 /

Drugie rownanie z 4+ z+5 = 0. Przekrajamy dwustron-
nie nieskonczony stozek z plaszczyznag przechodzaca
pod katem prostopadlym do jego Sciany, otrzymujac

kolejna krzywa stozkowa - parabole. !

3.4 Uktad Czwarty

Baza Grobnera dla nastepujacego uktadu rownan:

2?2 g2 = 22
r+y+z2z+3=0 ?

GrobnerBasis z+y+z2+3 i
>
z2>x>y zy+3x+ 3y +4.5

= Iy =ay+3x+3y+4.5

Drugie réwnanie = 4+ y + z + 3 = 0. Przekrajamy dwu-
stronnie nieskonczony stozek z plaszczyzna przecho-
dzaca pod katem wiekszym niz 45 stopni do XY, otrzy-
mujac kolejna krzywa stozkowa - hiperbole.

V(zy + 3z + 3y +4.5)

Wykres 3D (2)

Wykres 3D (3)

Wykres 3D (4)



3.5 Uklad Piaty

Baza Grobnera dla nastepujacego uktadu rownan:

22 4 y? = 22
y+2z42

GrobnerBasis {y + 2242
_—

z2>x>y 422 + 3% — 4y — 4 !

== Zf=4x2+3y2—4y—4

Przekrajamy dwustronnie nieskoriczony stozek z ptasz- eql
czyzna przechodzaca pod katem mniejszym niz 45
stopni XY, otrzymujac kolejna krzywa stozkowa - o5
elipse.

V(4?4 3y? — 4y — 4) Wykres 3D (5)

4 (d) Baza oraz Eliminacja zmiennej

Dla zadanego uktadu wyznaczam Baze Grobnera przy uzyciu mojej implementacji algorytmu Buchbergera.

(2% + 92 — ax)? = 22(22 + y?)
z+2y+32=0

Koduje wejécie - wielomiany wielu zmiennych (rozszerzam (a + b+ ¢)? = a? + b? + ¢® + 2ab + 2bc + 2ca)):

const poly_t D1 = { const poly_t D2 = {
{{2, 0, 0}, a * a}, {{1, o, 0}, 13},
{{3, 0, 0}, -2 * a}, {{o, 1, 0}, 2},
{1, 2, 0}, -2 * a}, {{o, o, 1}, 3}
{{4, o0, 0}, 1}, }
{{2, 2, 0}, 2},
{{o, 4, 0}, 1},
{{2, o, 2}, -1},
{{o, 2, 2}, -1}

}s

Wynik dzialania programu:

Grobner basis von

(x74) - 4(x73) + 2(x~2)(y~2)

- (x72)(272) + 4(x"2) - 4(x)(y~2)

+ (y74) - (y72)(z~2)

und

(x) + 2(y) + 3(=2)

Computed Groebner basis:

1. (x) + 2(y) + 3(2)

2. (y~4) + 4.80(y~3)(z) + 1.60(y"3) + 9.160(y"2) (z~2)
+6.240(y"2) (z) + 0.640(y~2) + 8.160(y) (z°3)
+ 8.640(y) (z~2) + 1.920(y)(z) + 2.880(z"4) + 4.320(z"3) + 1.440(z"2)

Wybieramy drugie wyrazenie, nieposiadajace zmiennej z. W celu wykonania wykresu tego rownania w(y, z) = 0 wpro-
wadzamy podstawienie x < y,y < z 1 rysujemy w ukladzie kartezjariskim (z,y).

0.64z° + 1.62° + 1z* + 1.92zy + 6.242%y + 4.82%y + 1.44y° + 8.64zy” + 9.162°y” + 4.32y° + 8.16xy° + 2.88y* = 0
W tym podpunkcie nalezy réwniez poréwnaé¢ wynik z podstawieniem z = a do pierwszego z réwnan, zachodzi:
(*) (@ +y" —ax)’ = a’(@” +y?)

Kolorem czerwonym oznaczona jest krzywa policzona za pomoca bazy Grobnera. Kolorem niebieskim oznaczone jest
réwnianie (), dla a = 2 - jest to kardioida - czesto spotykana np. w muzyce - stanowi profil zbierania dzwieku mikrofonow
pojemnosciowych.



W 06467+ 1663 + 1x' + 1.92xy + 6.24x% + 4.8
(\/

N/ o2 +y2— 207 = 222 +)?)

/

X

\
iR
3

5 (e) Baza Grobnera oraz Trysektrysa

Dla zadanej funkcji w ukladzie biegunowym wprowadzamy podstawienie cos(f) = £, tak jak na poprzedniej liScie w celu

r?
przejscia do ukladu kartezjanskiego.

b4z’ +r°) — Pz =0
br? + 4ba? — 2z =0
Mamy nastepujacy uklad réwnan:
24y —r2=0
br? + 4bz® —r?z =0
Wyciagnijmy z pomoca Bazy Grobnera wyrazenia zawierajace jedynie x,y. Wynik dziatania programu:

Grobner basis von -(r~2) + (y~2) + (x72) und -(r~2)(x) + 7(r"2) + 28(x"2)
Computed Groebner basis:

1. (r~2) - (y72) - (x72)

2. (y72)(x) - 7(y~2) + (x~3) - 35(x~2)

Zauwazmy, ze drugi element bazy sklada sie tylko z z,y. Jest on zatem naszym rozwigzaniem:

fla,y) =y -z —Ty* +a2° 352> =0

5.1 Wykresy Podanego Réwnania

Po lewej stronie narysowatem krzywa w Geogebrze za pomoca wyjsciowego réwnania r(0) w ukladzie biegunowym. Po
prawej stronie narysowalem te sama krzywa za pomocs réwnania dwoch zmiennych f(z,y) =0



b=7

) =7 (4 cos(x) +

a = Curve(f(t) cos(t), f(t) sin(t),t,0,2 7)

y=7 (4 cos(t) +

x=7(4 cos(t) +

cwsl(X))

1

1

cos(t)

ol (!)) cos(t)

) sin(t)

eql Y x—7y? +x3 = 35¢ = 0

Input...

EN
E 3
b 2
<t<
s o 0

b=7

=7 (4 cos(x) + ﬁ)

a = Curve(f(t) cos(t),F(t) sin(t),t,0,2 7)
x=17 (4 cos(t) + m'(t)) cos(t)

- 1

y=7 (4 cos(t) + ms(t)) sin(t)

eqliy? x— 7y +x3-35x = 0

Input...

~

20




	(a) Pierścień Wielomianów Wielu Zmiennych
	(b) PolynomialReduce, Syzygium, algorytm Buchbergera
	PolynomialReduce
	Syzygium
	Algorytm Buchbergera

	(c) Układy Równań Krzywych Stożkowych
	Układ Pierwszy
	Układ Drugi
	Układ Trzeci
	Układ Czwarty
	Układ Piąty

	(d) Baza oraz Eliminacja zmiennej
	(e) Baza Grobnera oraz Trysektrysa
	Wykresy Podanego Równania


